Solutions des exercices du chapitre 15 (Espaces vectoriels)

Vecteurs de R"

1

Cette famille est libre, car (méthode du rang) les deux premiers vecteurs ne sont
pas colinéaires, et il n’est pas possible d’exprimer le troisieme comme combinaison
linéaire des deux premiers, les derniéres coordonnées n’étant pas nulles. On peut
vérifier en écrivant le systéeme approprié (V = xvy + yva + zvs) qu’elle n’est pas
génératrice, ou remarquer que si elle 1’était, ce serait une base, en contradiction
avec le théoréeme de la dimension.

En écrivant le systeme correspondant (avy; +bv,+cvs = 0), on aboutit a ax+c¢ =
0, a+b(l—x)+c=0et b+ cx = 0, ce qui n’est possible, si a # 0, que si
(x —1)(1 +x?) = 0. On en déduit que la famille est libre si x # 1, liée si x = 1.

On remarque d’abord que toute base de R* étant formée de 4 vecteurs, il faut
déterminer les vecteurs qu’on peut retirer. On peut constater ensuite que vs =
vy + v4, ce qui montre qu’une base ne peut contenir ces trois vecteurs ensembles.
Un calcul direct montre que la famille (v, vz, v3,vs) est libre, donc base; on en
déduit que la famille (vy,v3,v3,vs) engendre R4, puisqu’on peut construire v4
avec elle (v4 = vs — v3); c’est donc une base, et il en est de méme de la famille
(Vi,V3,V4,Vs).

Espaces vectoriels

4

«L’ensemble des fonctions dérivables sur [0, 1], dont la dérivée est nulle en 1/2,
est un sous-ensemble non vide des fonctions continues sur [0, 1], stable par addition
et multiplication par une constante». Cette affirmation est vraie (car toute fonction
dérivable est continue, et (f + Ag)’(1/2) = f'(1/2) + Ag'(1/2)).

Le méme type de calcul montre que les polynémes de la forme P(X) = aX3 +
bX? 4+ cX + d de dérivée et de dérivée seconde nulle en 1 forment un sous-espace
vectoriel de R[X]; P/(1) = 3a+2b+c = 0 et P”(1) = 6a+ 2b = 0 impliquent
que b = —3a et que ¢ = 3a, autrement dit que les polyndmes cherchés sont de
la forme aX?® — 3aX? + 3aX + d; c’est-a-dire qu’ils sont engendrés par la famille
(X3 — 3X?% 4 3X;1); cettte famille étant évidemment libre, c’est une base du sous-
espace, qui est donc de dimension 2 (un plan vectoriel).

Il est clair que la somme de deux polynémes de C [X], et leur produit par un réel,
est encore un polyndme de C [X] ; et que ces deux opérations vérifient les propriétés
usuelles, et donc les huit axiomes. Les polynémes de degré < 3 (de la forme aX3 +
bX2+4cX+d, o (a,b,c,d) € C4) forment un sous-espace; on voit aisément que ce
sous-espace est engendré par la famille (1,1, X, 1X, X2, 1X2, X3,1X3), et cette famille
est libre car les combinaisons a coefficients réels ne peuvent éliminer les parties
imaginaires que si ces coefficients sont nuls; on en déduit que dimg (C3[X]) = 8

n n+1

Posant v,41 = ) aiviet any1 =—1,0ona ) aijvi =0; a4 n’étant pas nul,
i=1 i=1

on voit que G est liée.

n
Supposons qu’on ait f(x) = ) «;e?* = 0 (pour tout x); soit ax le plus grand des
i=1
a; pour lequel o # 0; la fonction f serait alors équivalente (en +o00) & axe®*,
ce qui est absurde; les «; doivent donc tous étre nuls, et la famille est donc libre.
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n
Soit Q(X) = ) aPi(X) une combinaison linéaire de F; par définition des P;,
i=1

on a (pour tout k) Q(xk) = o Pir(xk); si Q(X) est le polynéme nul, on doit donc
avoir (Px(xx) n’étant pas nul) o = 0, ce qui montre que la famille F est libre.

Soit Pr(X) =[] — X ; les x; étant tous distincts, ce polynéme est bien défini,
ik Xk — Xi

de degré n—1, et tel que P(x;) = 0sii # k; enfin Py (xx) = 1. Le résultat précédent

montre donc que la famille des Py est libre; comme elle est formée de n vecteurs,

et qu’on sait que dim(R, [X]) = p + 1, on voit que c’est une base de R, [X].

Soit F une base de S, F’ une base de S’; d’apres le théoréme de la base incompléte
(dans S'), il existe une base B de S’ telle que F C B C F U F’, ce qui montre que
B contient plus de vecteurs que F, et donc que dim(S) < dim(S’). La réciproque
est fausse (prendre par exemple une droite et un plan (vectoriels) de R?).

Les vecteurs de la forme (a, a+b, b+c, a) peuvent s’écrire a(1,1,0,1)+b(0,1,1,0)+
c(0,0,1,0) on vérifie aisément que cette famille est libre, et donc que le sous-espace
cherché est de dimension 3

Les trois vecteurs (1,0,0,1), (0,1,0,2) et (0,0,1,—3) vérifient la condition qui
caractérise le sous-espace; la famille correspondante est libre, comme on le voit
aisément. Le sous-espace des vecteurs vérifiant la condition n’est pas R*, puisque
(1,0,0,0) n’en fait pas partie; sa dimension est donc au plus 3; on en conclue
qu’elle vaut 3, et que la famille donnée plus haut est une base.

Le rang est 3 si x # 0 et x # 1; il vaut 2 sinon.

Non : il est formé des polynémes de la forme (X — 1)(X — 2)Q(X); on vérifiera que
la famille des polyndmes (X*(X — 1)(X — 2))o<k<n est libre pour tout n.

Fi est de rang 3 (famille libre, utiliser par exemple f(0), f'(0) et lim f); F, est de

rang 2, car il est clair que les deux derniers vecteurs ne sont pas proportionnels,
et on a la combinaison linéaire cos 2x — 2cos? x + 1 = 0.

Si Py # P2, on a dim(Py 4+ P) > 2, et donc dim(P; + P,) = 3; on déduit alors de
la formule de la dimension que dim(P; N P;) = 1, c’est-a-dire que Py N P, est une
droite vectorielle.

Si v n’appartient pas & un hyperplan de R", la formule de la dimension nous montre
que Vect(v) et cet hyperplan sont supplémentaires; en effet, I’espace engendré par
€ et v étant de dimension supérieure a £ est nécessairement R™ tout entier.

Il faut contréler que £ et F sont des sous-espaces (voir les exercices précédents),
et que tout polyndme peut s’écrire (de maniére unique) P(X) = Q(X) + aX+ b
avec Q(X) € &; P étant fixé, on vérifiera que a = P/(1), b = P(1) — P/(1) et
Q(X) = P(X) — aX — b conviennent.
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a) Non (1 —2 ¢ N). b) Non ((1,0) ¢ D¢, ot f : (x,y) — x/y). c) Oui (car
(x,y) € R** = x/y # 0).

Par associativité, on a y*x' = (exx)*x' = ex*x (xxx') = exe = e = x*x/, donc
x*x (X x (X)) =y*x (¥ * (x'))) =x*xe=yxe; ainsi, x =y = e * x, ce qui montre
que e est élément neutre; de méme, x *x’ = e, donc (x" xx) xx' = x" x (xxx') = x’;
dou (X' *x) *x (x' * (x')) = ¥ xx = x' * (X)) = e, ce qui montre que x’ est
élément symétrique de x a gauche, donc élément symétrique. (G, ) est donc bien
un groupe.

Si x est inversible, comme x (14 — x) = Oa, on aura x~ ' xxx(1a — x) = Oa,

donc x = 15. Calculons a = (x + x)*(x + x) : d’aprés la propriété générale,
a = x + x; par distributivité, a = xxx + X *xX + X*kX + X*X = X + X + X + X;
la régularité de l'addition montre que x + x = x +x +x +x = x + x = Oa.
De méme, on voit que x +y = (x + y)x(x + y) = x + xxy + yxx + y, et donc
X*Yy+yxx =04 =xxy+xxy, doll xxy = yxx, et A est donc commutatif.

Appliquant les régles, on a axx+b =0 <= axx+b+(-b) = -b —
1

a”'xaxx =a " x(—b), et finalement x = —a~' xb

(Z,+) étant un groupe abélien, il suffit de montrer la stabilité de D, c’est-a-dire
de montrer que si y; = 5x; et y» = 5x, (avec x; et x, appartenant a Z), il
existe X € Z tel que y; — y2 = 5X, ce qui est évident en prenant X = x; — x».
La stabilité pour la multiplication est également assurée, mais en revanche, 1 ¢ D
(puisque 1/5 ¢ Z), et 'exigence que tout anneau soit unitaire fait que D n’est pas
un anneau.

Les remarques finales de 'exercice-type n° 29 donnent l'essentiel des indications
nécessaires pour résoudre cet exercice; il est cependant nécessaire de connaitre un
peu de trigonométrie hyperbolique, et de savoir que sh(ln(x + vx% + 1)) = x...

Six >0ety >0 onaxxy=x"Y = e®XI2V > 0 ce qui montre que * est
une loi interne et commutative; comme x x(yxz) = e xM(u*xz) — elnx(lnylnz) _
e(lnxlny)lnz _ eln(xxy)lnz — (y 4 )« z, « est également associative. I’application
f: x — e est une bijection entre R et I = ]0, +oo[; comme f(x +y) = e*TY =
eXeV = f(x)f(y), et que f(xy) = XV = elR(eNI(e”) — exyeyv = f(x)xf(y), f
est un isomorphimse entre (R,+, x) et (I, x,x); ces deux ensembles ont donc
la méme structure, ce qui explique 1’associativité de la loi x, par exemple; plus
généralement, cela prouve que (I, x,*) est un corps commutatif. Ainsi, I’élément
unité de I sera f(1) = e; de méme, tout élément x de I différent de 1 admet un
inverse (tel que xxx’ = e), on aura en effet, posant y = f~'(x), y x 1/y = 1,
donc f(y)xf(1/y) = f(1) = e, et finalement x’ = f(1/f~7(x)) = e'/ 12,



Solutions des exercices (Chapitre 17, Matrices)

1 On sait que (*A)™ = *(A™); si A est symétrique, on a donc A = *A et A™ = {(A™"),
ce qui montre que A™ est symétrique. De méme, si ‘A = —A, on aura ‘(A") =
(—=1)™A™, ce qui montre que A™ est antisymétrique pour n impair (et symétrique
si n pair).

m

2 En utilisant cij = Y aikbyj, et en remarquant que by; = 0 si k # j et by; =1,
k=1

on aboutit a ci; = aij; on auradonc AL, = A (et de méme I,,A = A). Pour que AX

soit une matrice unité, AX doit étre carrée, et donc X doit étre une matrice m xn
(et alors AX = I,,). A n’est pas forcément inversible dans ce cas : on a par exemple

(1 0). <}> = (1), mais <}> (1 0)= <} 8) Si YA est une matrice unité,
on voit aisément que Y doit aussi étre une matrice m x n; calculons alors le produit
(YA)X = [[n X = X; par associativité, il est égal au produit Y(AX) = YI,, =Y,
et donc X = Y. A et X commutent donc si m = n (et seulement dans ce cas),
mais on ne pourra démontrer qu’au prochain chapitre qu'’il en est en effet ainsi.

3 On peut démontrer par récurrence que
. n .
cosx —sinx [ cosmx —sinnx
sinx cosx ~ \sinnx cosnx

cosx —sinx

mais c’est aussi une conséquence de ce que A = .
sinx  cosx

> = (cosx)I +
0

(sinx)] avec | = (1 _O] > vérifiant J2 = —I, et de la formule du binéme (I et

J commutent); on pourrait utiliser aussi ’existence d’un isomorphisme entre les
matrices de la forme al + b]J et C.

4 S est I’ensemble des matrices de la forme al 4+ bJ + cK (avec | =

o = O
o o =
— O O

1
0 |), c’est donc le sous-espace vectoriel (I,],K); comme on a
0

et K =

qui n’est pas symétrique, et donc pas dans S, S n’est pas stable

oo = = OO

0
1
0
0
1
0
pour le produit.

5 Ces matrices (dites tridiagonales) sont engendrées par la famille des matrices
de la base canonique M;; vérifiant la méme condition (c’est-a-dire les matrices

telles que |1 —j| < 1); elles forment donc un sous-espace vectoriel de dimension
n+2n—-1)=3n-2

6 Posant A = <2 3) , il faut résoudre le systéme a+b =c+d =a+c=b+d =0,

1T -1
-1 1
de rang < 1); c’était prévisible, car si A~ existait, on aurait A="(AM) = 0 = M,

on voit donc que A = a < > . ces matrices ne sont pas inversibles (puisque
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a b c
absurde. Posant aprésent A= | d e f;)ondoitrésoudre a+b+c = d+e+f =
g h }/

g+h+i=a+d+g=b+e+h=c+f+1=0. On en déduit que ’ensemble
des A forme un sous-espace vectoriel de dimension 4, engendré par les matrices

1 -1 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 o\\
1 1 o, (o 1 1], 1 =1 0o]et|o0o -1 7.
0 0 0 0 0 0 -1 1 0 o 1 1

7 11 est clair que cette matrice est de rang 1 au moins et 2 au plus; on aboutit a
rg(M)=1six=1ou —1, et rg(M) = 2 sinon.

8 A est réguliere, étant sa propre inverse. Si P est inversible, on a :
(PAP~N)(PAP~") = PAAP' =1,

PAP~! est donc aussi involutive (voir le prochain chapitre pour une explication
de ce genre de propriété). Si A = (ay;) est diagonale, on sait que A% = (by;) est

110
diagonale, et que by; = aizi,on doit donc avoir a;; = £1. Prenant P=[ 0 1 1 ],
1 0 1
1 1 -1 1\} 1 0 O\O
qui vérifie P~ = 3 1 1 —1,¢A=|0 —1 0 bnvoitquePAP~ ! =
—1 0 0 ])

0O -1 1 \
—1 0 1, doit étre involutive.
0 0 }}
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Solutions des exercices (Chapitre 18, Applications linéaires)

f est linéaire; elle est surjective, car f(a,0,b) = (a,b); ce n’est pas un isomor-
phisme, car f(1,—1,1) = (0,0).

f est un endomorphisme, car f(M + AN) = A(M + AN) = AM + AAN = f(M) +
A(N) et que f(M) est une matrice carrée d’ordre n. Pour que f soit un auto-
morphisme, il suffit qu’elle soit injective (puisqu’on est en dimension finie), et
donc que pour tout M, AM = O = M = O, c’est-a-dire que A soit réguliere,
et donc inversible.

L’application f: P +— f(P) = P’(0) est une forme linéaire de R [X], puisque (P +
AQ)'(0) = P/(0) + AQ’(0). Elle est surjective (par exemple, f(aX) = a) et non
injective (par exemple, f(aX + b) = f(aX)).

Plus généralement, si f est une forme non nulle, a # 0 € Im(f), et donc
(Iv)(f(v) = a); on en déduit que (pour tout b € K) f((b/a)v) = b, ce qui montre
que f est surjective.

Soit u un vecteur quelconque de &, posons u; = (f(u)/f(v)).v. On vérifie aisément
que f(uy) = f(u), et que u; € (v); posant u, = u — uy, on en déduit que f(uz) =0
et donc que u, € Kerf. On a donc bien montré que £ est somme des deux sous-
espaces; cette somme est directe, car si kv € Kerf, c’est que kf(v) = 0 et donc
que k = 0.

Supposons d’abord n impair, dire que v = (x1,x2...,Xxn) appartient a Kerf
équivaut a x1 +x2 = X2 + X3 = -+ = Xn_1 + Xn = Xn + X7 = 0; résolvant
successivement ces équations en fonction de xy, on obtient x, = —xq, x3 = x71 et

par récurrence (partielle) x,, = (—1)"""x; = %1, donc x; = O pour tout i. f est
donc injective, ce qui montre que rg(f) = n. Si n est pair, la derniére équation est
automatiquement vérifiée, c’est-a-dire que Kerf = ((1,—1,1,...,1,—1)); d’apres
la formule du rang, on aura donc rg(f) =n — 1.

f est linéaire, puisque la dérivation ’est. Si P € Kerf, c’est que P = P/, ce qui
prouve que P = 0 puisqu’on sait que d° (P’) < d°(P). Par conséquent, f est
injective. Comme on est en dimension infinie, on ne peut pas conclure que F soit
bijective; mais la restriction f,, de f & R, [X] est encore un endomorphisme, de
noyau nul, et par conséquent f,, est un automorphisme (de R, [X]). Cela veut donc
dire que tout polynéme de R.,, [X] posséde un antécédent par f,., et donc par f;
R [X] étant la réunion des R,, [X], il est donc entiérement atteint par f, qui est un
automorphisme de R [X].

Sih=g 'ofog,onahoh=g 'o(foldgof)og=g~' og = Idg, et donc h
est involutif.

Plus généralement, on a (g~ ofjog)o(g'ofrog) =g 'o(fi of2)og, don,

sih=g 'opog,avecpop=p, hoh=g 'opopog=g 'opog=h,
et h est un projecteur. Le rang de p étant la dimension de Im p, et g étant bijective,
il suffit de remarquer que Im(p o g) = Imp et que dimg~'(S) = dim S pour en
déduire que rgh = rgp.

Si A # 0, 'application g = (1/A)f*~! vérifie fo g = g o f = Idg, et f est donc un
automorphisme.
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On a vu en 2 que f était linéaire, donc ici un endomorphisme; utilisant la base

canoniquede £, B = (Mj1, M2, M21,M33) = (<(]) 8) ,...),on obtient F matrice
de f dans B :
a 0 b O
Fo 0 a 0 b},
c 0 d 0}’
0 ¢ 0 d

une analyse soignée de cette matrice, ou 'observation faite en 2 selon laquelle f
automorphisme <= A inversible aboutit a rgf =rgF = 2rgA.

La vérification de la linéarité de f est fastidieuse, mais ne pose pas de diffi-
culté spéciale; on vérifie que, dans la base canonique (1,X,X?,X3), la matrice
représentative de f s’écrit :

0O 0 0 0

o 32 12 0
o 0 0 o’
“1/2 0 1/2 1

et pour montrer que f est un projecteur, il suffit donc de contréler que P? = P.



Solutions des exercices (Chapitre 19, Déterminants)

1 On peut utiliser la méthode du pivot; il est cependant possible de calculer d’abord
a 1 1 1

a 1 1
-1 -1 1
1 —a -1 -1
le systéme est donc un systéme de Cramer pour a # 1 (et pour a = 1, il se
x+y+z+t=1
ramene a {x—y—z+t:—1 de solution t = 1, x = =1, y = 1 — z (donc
XxX—y—z—t= -3,
de solution paramétrique (x,y,z,t) = {(—=1,b,1 — b,1)}per). Pour a # 1; on
obtient par combinaison de lignes: (a — 1)(x —y) = 0 (L; — L), donc x = y;
(a+1x+ (1—a)y=-2(L; +Lyg),donc x = —1, et y = —1; le systéeme devient

(par combinaison de lignes) le déterminant (qui vaut 2(a+1));

z+t=2a+1
donc {—z+t:2a—3 ,doncz=2et t=2a—1.
—z—t=-2a-1,

2 Le calcul résulte de la formule de développement selon les lignes; ainsi, par exemple,

8 2 g ‘S a 0 b 0O a b

on a =a|/0 d O0|+Dbjc 0 0}, et, redéveloppant les deux
c 0 d O
0 ¢ 0 d c 0 d 0 c d

cofacteurs suivant la deuxieme ligne, on obtient finalement

a 0 b 0O a b a bl?
al0 d 0|+bjc 0 O0|=ad(ad—bc)—bc(ad—bc)= d
c 0 d 0 c¢c d
3 Par combinaison de lignes, on a d’abord
a x b x a X b X
D, —|X @& X b| | x a X b (s — Ly — 13)
"7 1b x a x| |b—a 0 a=-b 0 3 ! 3h
x b x a X b X a
puis, développant selon la troisiéme ligne,
X b x a x x
Di=(b—a)la x b|+(a—Db)|x a b
b x a x b a
x b x X a x
=(b—-a)||la x b|+|a x b
b x a b x a
(en échangeant les deux premiéres colonnes)
X a+b x
=(b—a)la 2x b|=—(a—-Db)*@*—-(a+Db)?)
b 2x «a

(d’apres la multilinéarité, puis en développant directement),

et finalement D7 = —(a — b)?(2x — a — b)(2x + a + b).
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a a a a
, . a b b b . T .
Le déterminant D, = A b c c se calcule aisément a 1’aide de la méthode
a b c d
a a a a
. 0 b—a b—a b-a . .
du pivot; en effet D, = 0 0 c—b c_bl R utilisant successivement
0 0 0 d—c
L4 —L3 — L4, L3 —Lz — L3 et Lz — L] — L]. Ainsi, Dz = a(b— a)(c—b)(d—c).
1 a o da
.1 1 b b? bv* R
4 Considérons D(a,b,c,x) = 1 ¢ o2 4| comme un polynéme (en x). On
1T x x2 x4
a deg(D) = 4 (en développant selon la quatrieme ligne, il vient D = —M; +

xM;y — x2M3 + x*My, ol les M; sont les mineurs); et il est clair que D(a) =
D(b) = D(c) = 0; de plus D(1) = 0; si @, b ou ¢ = 1, D(x) est nul pour tout x,
et il en est de méme si a, b et ¢ ne sont pas tous distincts. Ainsi, on a d’abord
si a # b # ¢ # 1, quatre racines distinctes pour D, ce qui montre que D(x) =
My(x — 1)(x — a)(x — b)(x — ¢), comme M, est un déterminant de Vandermonde,
on obtient D(a,b,c,d) = (a — b)(a —¢)(b — c)(d — a)(d — b)(d — c)(d — 1).
Sinon, D, on l'a vu, est toujours nul (quel que soit d), et la formule précédente
s’applique encore dans ce cas; elle est donc toujours vraie.

5 Développant selon la premiére colonne (par exemple), on voit que Dy, = xDy_1 —
bdet M, ; comme M, est obtenu par suppression de la premiére colonne et de la
deuxiéme ligne, on voit facilement que det M, = ¢D;,,_,. Ainsi, la suite des Dy,
satisfait a I’équation de récurrence (linéaire a deux termes) Dy, 12 = XDy 11 —bcDyy,

E i = x%? —bc. En particulier,

si x = b+ c, I’équation caractéristique de la récurrence (obtenue en cherchant les

suites géométriques qui la satisfont) devient k? = (b + c)k — bc, et donc D,, =

Ab™ + Bc™; on aura de plus b+ ¢ = Ab + Bc et b2 4+ bc + ¢? = Ab? + Bc?,

d’ol on tire A et B (en fonction de b et c); le calcul n’est pas tres difficile, mais

risque de masquer la simplification que 1’on peut deviner, par exemple, en calculant

D3 = b3 + b?c + bc? + ¢3; on obtient en définitive

précisée par les premiers termes Dy = x et D, =

bn—H o Cn—H
Dn=—p— =D 0" e+ b el o be" T ™
—C

1T—A 2
-1 4-A
On a P(A) = A2—5A+6 = (A—2)(A—3), ce qui montre que la matrice est diagonali-
sable (en effet, il existe un vecteur propre pour chacune des deux valeurs propres 2
et 3, et comme elles sont distinctes, 1’ensemble de ces vecteurs propres est une base,
dans laquelle I’endomorphisme associé a A (en base canonique) a pour matrice
2 0
0 3
cette nouvelle base, on aura A = PDP~!, et donc A? — 5A + 61, = P(D? — 5D +
2
61,)P~'. Or il est clair que D> —5D+61, = (2 B 50><2 +6 32 50><3 N 6> =0y;
on a donc A2 —5A + 61, = O, c’est-a-dire que P(A) = O, (c’est le théoréme de
Cayley-Hamilton; on voit que sa démonstration est facile dans le cas diagonali-
sable).

6 Calculons le polyndme caractéristique de A, P(A) = det(A—AlL) =

représentative D = < )) On sait qu’appelant P la matrice de passage vers



Solutions des exercices (Chapitre 19, Déterminants) p.3

-A 1
7 Le polyndme caractéristique de M, P(A\) = det(M—-Al3)=| 0 —A 1 [=1-A3
1 0 —-A
(par Sarrus) se factorise (dans C) en P(A) = —(A — 1)(A —j)(A — j?). La matrice
a donc pour valeurs propres 1, j et j2, ce qui montre qu’elle est diagonalisable :
en effet, soit Vi, V, et V3 trois vecteurs-colonnes (appartenant a M3z 1(C)) propres
(donc non nuls), on a donc (Vy, V) libre, car MV; = aV; et MV, = bV, avec
b # a entraine V, # kV;; si alors on avait V3 = ki1 V7 + ko V>, on aurait aussi
(en composant par M) cV3; = kjaV; + kabVy, et par unicité des coordonnées,
kia = kjc et kob = kyc; a, b et ¢ étant distincts, on en déduirait k; = k, = 0,
donc V3 nul, ce qui est absurde; la famille (V;, V2, V3) est donc une base, et M est
diagonalisable, c’est-a dire que M = PDP~!, en posant P = (V;V,V3) (matrice de

1 0 0
passage) etavec D= 0 j O
0 0 ;2

Soit (x,y, z) un vecteur de R> tel que x+y+z = 0, on a f(x,y,z) = (y, z,x); f laisse
donc invariant le plan vectoriel P engendré par (1,0,—1) et (0,1, —1). Dans ce plan,
aucun vecteur non nul n’est invariant par f (car (x,y,z) = (y,z,x) = x =y = z), ce
qui montre qu’un éventuel vecteur propre ne peut étre associé a la valeur propre 1.
Or les valeurs propres de g, la restriction de f a P, sont des valeurs propres de f;
comme la seule réelle est 1, il en résulte qu’il n’y a pas de vecteurs propres (réels)
de g dans P, ce qui montre que g n’est pas diagonalisable dans R.
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1 (%%x) Soit u = (u N une suite vérifiant 1’équation de récurrence (linéaire
n)ne

Un42 = Uny1 + 6Uy,; on pose V,, = <uu“ > Montrer qu’on peut écrire V,, 11 =
n+1

AV, ol A est une matrice carrée d’ordre 2 ne dépendant pas de n; diagonaliser

A (mettant A sous la forme A = P~'DP), et en déduire que V,, = P~'D"PV,,

puis la formule explicite donnant u,, en fonction de n, ug et u;. On remarquera que
le polynoéme caractéristique de A correspond a 1’équation caractéristique associée a
la détermination «classique» de cette formule, vue au chapitre 11; en réfléchissant
a la signification des vecteurs propres dans ce cas, montrer que ce résultat était
prévisible.



