Solutions des exercices : Chapitre 1, Le langage mathématique

1 Ce sont des problemes de «parentheses», en effet on a (a +b)+c=a+ (b+c),
mais a/(b/c) = ac/b # (a/b)/c = a/bc. La convention «logique» est alors
de commencer & gauche; mais (a®)¢ = a(®¢) c’est pourquoi (pour ne pas faire

double emploi) les mathématiciens ont décidé (mais pas les calculettes!) de poser
a® = al®?),

2 Seule la premiére écriture est 1égale (mais déconseillée).

3 aj, dans ce contexte, est seulement un «nom» de constante, et non pas une valeur,
calculée en fonction de 1, comme ce pourrait étre le cas dans un texte tel que «Soit
A le point de coordonnées (t%,t + 3)...»

4 Tl faut prendre I’ «intersection» des différents domaines; dans 1’ordre, on doit avoir
x > 0 (pour que x* soit défini), 1 — x™ # O (ce qui équivaut a x # 1), x # /2 + kn
(avec k € Z) et (%) ecos(eosx®) 4 352 > ¢ (pour pouvoir prendre trois fois
successivement le logarithme); cette derniére condition n’étant pas toujours vérifiée
(elle est vraie pour |x| < 1/2 et fausse pour x > 2, par exemple), on voit que le
domaine de In ln 1n(e“°s(c°sxz) +3—x%) +tanx

1 —xx

est presque explicité, mais on ne peut pas vraiment le donner sous forme d’inter-
valles, car il faudrait pouvoir résoudre complétement 1'inéquation (x).

5 Exploiter A®. A¢ = A%t9; on en déduit que si 9'/2 existe, son carré doit valoir 9;
de méme, A®.A® = A%t — A9 conduit (si A # 0) & A° = 1. Le prolongement
4 0° n’est pas clair : on a xX° = 1 pour tout x non nul, mais 0 = 0! Enfin, poser
(—1)'/? = i reviendrait & dire que i est la racine carrée positive de —1 (sinon,
pourquoi ne pas choisir —17), mais on verra au chapitre 3 qu’il n’est pas possible
de munir les complexes d’un «signe».

6 L’interprétation évidente «x inconnue, t constante (ou t parametre)» correspond a
la solution S = {3—2t}; mais on peut aussi, par exemple, prendre x et t inconnues,
d’otu la solution (paramétrique) S = {(3 — a;a/2)qer}. - . Des interprétations plus
étranges encore sont possibles : I’équation est en effet équivalente a x+2t = 3+0.y,
avec (si x et y sont les inconnues) la solution paramétrique S = {(3 — 2t,b)per},
que nous apprendrons, au chapitre 6, a noter {3 — 2t} x R.

7 a) La théorie du discriminant (ou ’écriture sous la forme «canonique» x> —2tx+1 =
(x — t)? — (t* — 1)) montre qu’on doit avoir t* > 1 pour que x? — 2tx +1 = 0
admette des solutions; on aura donc une solution S; (selon le parametre t) donnée
par :

Si=9 site]—-1,1[
Si={t—Vvt2-T;t+vt2 -1} si|t]>1
51 :{1} et 8_1 :{—1}

b) On verra au chapitre 19 I'intérét de ce genre de systéme paramétrique; on obtient
ici, si A ¢ {—3,3}, S\ = {(0,0)}, S3 = {(a,a)}acr et S_3 = {(b, —2b) }ver-

8 Rien de bon.

9 Un contre-exemple constitue bien une réfutation (une preuve de la proposition
contraire); un autre contre-exemple (vrai ou faux) n'y changera plus rien.
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10 Comme dans le cas de v/2, on remarque que p> pair entraine p pair. Pour /5,
I’argument essentiel porte cette fois sur le fait que tout carré de la forme 5p’ est le
carré d’'un nombre n de méme forme; ce qui se prouve, par exemple, en remarquant
qu’il n’y a que 5 cas possibles (n = 5a+ 1; n = 5a+ 2; ...); une analyse du
cas 4/n demanderait de généraliser encore cette «théoriey aux n restes possibles;
seules les méthodes du chapitre 5 nous permettront de conclure.

11 Calquer ’exemple du cours : essentiellement, pour pouvoir appliquer le raison-
nement par récurrence, il suffit de montrer que (n(n + 1)(2n + 1)/6) + n? =
(n+1)(n+2)(2n + 3)/6. La encore, nous découvrirons au chapitre 5 des tech-
niques plus efficaces.

Chapitre 2, Rappel des techniques de calcul dans R

1 Le «truc» consiste a utiliser les logarithmes (et méme la fonction log définie par
log;o(x) = Inx/In10); on a en effet 10™ < 219000 < 1"+ «— nInl10 <
10000ln2 < n+ 1. On en déduit que 2'9000 ~ 1,995 x 103010 gue 2-10000 ~
5,012 x 1073°11 que e®'° ~ 9,3875 x 107565 enfin, pour 1000!, il vaut mieux
rédiger un petit programme (qui additionne les logarithmes); on obtient 1000! ~
4,0238 x 102°¢7,

2 En utilisant la forme canonique (ou & I’aide du «changement de variable» X = x?),
on obtient x* +5x? — 36 = (x> —4)(x* +9) = (x — 2)(x + 2)(x* + 9). De méme,
en posant X = x?, et en utilisant X> — 1 = (X —1)(X? + X+ 1), on obtient x®* — 1 =
(x—1)(x+1)(x*+x?+1); on peut alors remarquer que x*+x%+1 = (x*4+2x2+1)—x?,
et donc que x° — 1= (x—1)(x+1)* +x+1)(x* —x+1).

3 8x3 +12x?4+6x+1 = (2x+1)3; pour factoriser x> +2x+ 12, on remarque que —2 est
«racine évidente» ; par identification, on obtient x> +2x+12 = (x+2)(x? —x+6).

4 On obtient (pour x #y et x # —y)

Xty x-—-Yy
x—y x+y  2xy
Xty x—y x? +y?

X—Y X+Uy
et (pour x ¢ {—1;-1/2;-3/2;-3/2+ v/2;-3/2 — V2})
1 B (2x + 3)?
1 C2(x+D)(4x2 +12x + 1
s G+ 1) )
1 1
2" 1
*taxta
. . 14 2x
5 Il suffit de remarquer que sur intervalle [1,2], la fonction g:x — g(x) = T
. e - . . 1+ 2x
est croissante (sa dérivée est positive); il en va de méme de f: x — f(x) = T x

(comme composée de fonctions croissantes par exemple); on a donc

f(1)=1<f(x)<f(2)~1.118<1,2.
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6

7

10

On obtient (par encadrements, ou par étude de fonction)

x| <1/2 <—= —-1/2<x<1/2=-0367<x+1—+1—x%<0.634.

Pour x € ] — 1,0L U J0, 1[,

1 12 /1+x+ [T—x)  V1-%2
\/1+x \/]_x_ 4x 1—x 1+x/)  2x

1T+x

1—x
(la seconde égalité nécessitant une manipulation un peu plus fine des radicaux)
Deux multiplications successives par des quantités conjuguées donnent
1 (BB -V (BB V(- 2/T5)
V3+V54+V7 (V3452 -7 (14 2v/15)(1 - 2/15)

~ 9V3+5v5++/7 —24/105
a 59

La résolution doit se faire par séparation des cas (en étudiant soigneusement les
signes); en optimisant, on n’a que les deux cas 0 < x < 7/4 et 7/4 < x < 2,
et on obtient finalement v/x +5 > 2/x —v2 —x < x € [0,d],

11+ 24/19

Les valeurs «critiques» sont 1, 1/2 et —1/3; on construit un tableau d’ol on tire
4 inéquations, et finalement

S=1[-+/2/3,00 U [\/2/3,4/3]

avec a =

Le tableau doit étre subdivisé pour tenir compte de I’emboitement des valeurs
absolues; les valeurs critiques sont a présent —1, 1/2, 1, et 1/3 (qui apparait
quand |x — |1 — 2x|| = |1 — 3x|). La solution compléte oblige donc & résoudre
5 inéquations du second degré (on peut légérement simplifier ce travail en mettant
|x + 1] en facteur, mais le gain de temps ne compense pas le risque pris en n’étant
pas méthodique) et on obtient finalement

S=1[-3,2-+5].

Un exemple de rédaction compléte d’un exercice analogue figure dans la fiche
d’exercices-types n° 2.
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Solutions des exercices (Chapitre 3, Nombres complexes)

1/i=-1i1=—-1;1/-1=1.

22 = -9 «— z€{3i,-3i}; 22 +4z2 =0 < z € {0,2i,-2i}

1"1‘?‘?7 — i4><497+1 — (i4)497 x i1 —1
(1+i°—-1_ 9 4o, iR
(1-95—1 41 4 {z||z—-2]>2}

La «solution» est I’ensemble des points du
plan complexe situés a I'extérieur du disque
de centre C(2;0) et de rayon 2 (passant donc
par l'origine)

@)

. 3
<_]%“/§> =[,2/3° = [,27 = [1,0] =1
(1( ]—Jri)in)—T_Lz = V24" [ V2, -/ = VD), (= (—(n-2))m/A),
et donc % — 2, (n— /2.

1+1i.tana cosa-+isina 0, d
Po n/2 + kn(k € Z), = — =
ur @ 7 7/2 + ke ) 1 —1i.tana cosa—1isina [I,—d]
On a |1+cos @+isin @| = /2 + 2cos @; posant o« = @/2, on a 2+2cos @ = 4 cos? «,
donc |1+ cos @ +1isin @| = 2| cos «|; on montre de méme (utiliser les «formules en
t») que Arg(1 + cos@ +isin¢@) = a si cosa > 0, et a + 7 sinon.

= [1,2d].

Il suffit de remarquer qu’en posant z = a + bi et 2/ = ¢ + di, on a |z|?|Z/|? =

(a? +2)(c? + d?) = |zZ/|* = (ac — bd)? + (ad + bc)?.

Si |z| > 2, on a (inégalité triangulaire) 2 < |z| = |[(z+ 1) = 1| < |z+ 1| + 1, ce qui
montre que |z + 1| > 1 et par conséquent que |22 +z| = |z(z + 1) = |z|[z+ 1| > 2

eiﬂ —— : e—i7t — _]; e4i7t =1 : ei7t/2 — i

Sia#0,e*=a < (e®* =|a|etcosIm(z)+isinIm(z) = a/|a|). La premiere
condition donne R(z) = In|a|; la seconde définit Im(z) a 27t prés. En définitive,
I’équation e* = a posséde une infinité de solutions de la forme z = zy + (2km)i,
ce qui empéche de définir (de maniére univoque) le logarithme de a.

elt 41 e/2(el/2 4 e72)  elt/2(2c0s(t/2)) — :

T = — . — = — — = (dans le domaine
et —1  elt/2(eit/2 — emi/2)  elt/2(2isin(t/2)) tan(t/2)
de définition correspondant : t # k7t/2); on pouvait voir immédiatement que le

et 1 et 4

, €t que donc RO = T =

—it

résultat était imaginaire pur, car elt = e

e—it(] +eit) B eit _|_]

e—it(] _ eit) o eit —1

23 =-8 = ze{-2;1+1V/3;1—1iV/3}.
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On détermine d’abord les racines 6™ de 64; on en déduit alors dans C la
décomposition

X® — 64 = (X —2)(X+2)x
(X— (1 +1iv3)(X = (1 = iV3)(X = (=1 +1V3))(X = (-1 —iv3))
et, dans R,
X6 — 64 = (X —2)(X+2)(X* = 2X + 4)(X* 4+ 2X + 4).

22+32=0 < (z+2)(z* —22° +
4z? — 8z + 16) = 0; pour factoriser ce
polyndéme, on «parie» sur une décom-
position de la forme z* — 223 + 4z% —
82+16 = (2 + az+4)(z* + bz +4); en
identifiant (a + b = —2 et ab+ 8 = 4),
on obtient z* — 223 + 422 — 824 16 =
(22— (1=5)z+4) (22— (1+/5)z+4).
Finir la résolution est élémentaire, mais
fait apparaitre des parties imaginaires
«compliquées» (on a par exemple z; =
1-v5 . [544/5
+1 .

2 2
pour images les sommets d’un pentagone régulier (inscrit dans un cercle de centre
O et de rayon 2).

Cet exercice est pratiquement identique a l’exercice-type précédent, en remarquant
que z = —1i est solution évidente de (zZ +1)™ = (z+1)?™, et que si 2’ est une autre
2 11 n 2 11 ) 12 4 1
solution, on aura i = 1, donc i = g2kni/m. i valant
(z/ +1)? (2 +1)? (z/ +1)?
7 —1i + eani/n
———, on en déduit que les solutions (outre —i) sont les nombres i—3—
z' 4+ 1i 1 — e2kmi/n
(= 1/tan(knt/n) (pour k € {1,2,...,n— 1}), comme on ’a vu en 13).
N2 . . .13 11,

(1-20)z2+(2-31)z—-13-11i=0 < z €]l +21;—€ — Fl}.

On a d’abord, —1 étant racine «évidente», z> + (24 2i)z? + 3iz—1+1i=
(z—1)(z2 + (1 + 2i)z — 1 + 1); résolvant 1’équation du second degré, on obtient
finalement z3 + (2 + 21)z? +3iz—1+i=(z+ 1)(z+1)(z+ 1 + 1) et donc

2+ Q2+ +3iz-14+1i=0 = z€{-1,-1,-1-1i}.

2% + 2% — 623 — 622 + 252+ 25 = (z+ 1)(z* — 622 + 25); posant Z = z2, on voit
que Z2 — 6Z + 25 = (Z — 3)? + 4%, et que les solutions de z* — 622 + 25 = 0
vérifient z>2 = 3 4 4i ou z? = 3 — 4i; elles sont donc conjuguées deux & deux,
comme le faisait prévoir le théoreme de d’Alembert. On obtient finalement la
solution

ze {-1;1+2;1— 21, -1+ 21, -1 — 2i}.
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TRIGONOMETRIE

On voit aisément que le triangle OPT étant rec-
tangle, on a (R+h)? —R? = c?, et que ’angle «
cherché a pour tangente ¢c/R. Les méthodes de
calcul approché que nous verrons au chapitre
10 permettent d’en déduire que ¢ ~ +/2hR et
que & ~ 1/2h/R (en radians); mais la calcula-
trice donne (directement) ¢ ~ 62km et o ~ 33’
(environ un demi-degré).

Posons x = AB; les triangles BHC et BHA étant
rectangles, on doit avoir HC = /22 — 12, et
donc x> = 1+ (x — +/3)?, on en déduit que
x = 2/4/3=2v3/3.

En analysant le triangle isocéle formé par un c6té et deux rayons, on obtient
¢ = 2Rsin(/2) = 2Rsin(7t/n), ol n est le nombre de c6tés du polygone régulier.
Pour n = 5, on a vu en classe (voir aussi 5) que cos(rt/5) = (1++/5)/4; une analyse
soignée de la construction au compas montre que la longueur ¢ du premier coté
construit vérifie cZ = R?(5 — +/5)/2, ce qui prouve qu’on a bien ¢ = 2Rsin(7r/5).

On obtient (en utilisant trois fois les formules de duplication, et en simplifiant)

8tanx — 56tan> x + 56tan® x — 8tan’ x

tan 8x = > 7 c 3
1 — 28tan” x + 70tan”™ x — 28 tan® x + tan® x

La solution trigonométrique équivaut a (3x = 2x+2km ou 3x = —2x+2k'7), soit x =
2kmtou x = 2k’7t/5; et donc finalement S = {2knt/5}kcz. Algébriquement (passant
par les formules de duplication et de triplication), on obtient (en posant X = cos x)
4X3 —3X =2X% —1; et comme on a 4X3 — 2X2 —3X + 1= (X —1)(4X? +2X - 1),
on en déduit que X € {1; (—=1++/5)/4; (—1—+/5)/4}; ce qui prouve (apreés analyse
des signes) que cos(27/5) = (—1++/5)/4 (on en déduit que cos(nt/5) = (14+/5)/4,
en utilisant I’égalité 2((1 ++/5)/4)? — 1 = (=1 + v/5)/4).

Partant de x = 7t/4 on a 2(cos(x/2))? — 1 = cosx = +/2/2, donc cos(m/8) =
\J14+v2/2/4/2 = \/ 24+2 2 (car 7t/8 a un cosinus positif). De proche en proche

1
(comme on le verra au chapitre 5), on obtient cos(7t/16) = 2\/ 24+ 1/24 V2, et
cos(m/32) = \/2 +A\/2+V2+ \/_ On sait que cos?(7t/32) +sin(7t/32) = 1, on
1
obtient donc sin(7t/32) = 2\/ —1/2+1/24 V2. On peut «deviner» le résultat

général :

cos(mt/2™) = =\| 2+ \/2 + \/2 +4/ -+ V2 (n — 1 radicaux),

mais on ne pourra l’énoncer et le prouver rigoureusement qu’apres le chapitre 5.

La droite ayant pour équation [Y = t(X+1)], elle coupe le cercle unité en A(—1,0)
et Bi(x¢,yi) tel que x? +y? =1 et y, = t(x¢ + 1), donc x¢ = (1 —t?)/(1 +t?) et
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Yt = 2t/(1—t?). On reconnait les «formules en t» ; posant x; = cos X et y, = sin X,
on voit qu’elles seront «démontrées» si on peut prouver que t = tan(X/2), ce qui est
géométriquement «évident» (propriété des triangles inscrits dans un demi-cercle).

On a donc montré que (1 — t%)? + (2t)? = (1 +t)? (ce qui était évident par simple
développement). Réciproquement, supposons qu’on ait une solution entiére (x, y, z)
de I’équation x? + y? = z2, le point B de coordonnées (rationnelles) ((x/z), (y/z))
sera donc sur le cercle unité, et la pente t de la droite AB sera rationnelle; on voit
donc que partant d’un rationnel quelconque, on obtient par cette méthode (due
a Diophante, et qui a inspiré a Fermat sa célébre conjecture) toutes les solutions

entieres de x? +y? = z2.

5 sinbx 5sin3x  5sinx 5

. 3 sinb5x sin3x  sinx
sin” x =

16 16 + 3 ; cos“xsin” x = — 16 + 16 + 3

. 1 — 12
R <} tg) = +:2. Remarquant que si l'on pose t = sin(x/2)/cos(x/2), on

obtient (1 +it)/(1 —it) = e¥*/2/e=1*/2 = e'* on en déduit les «formules en t»
par identification des parties réelles et imaginaires.

Les méthodes de calcul de sommes trigonométriques le donnent, mais il est plus
simple de remarquer qu’en posant z = e/ ona S=Im(1 +z+22 +23 +--- +
2" N =Im((z" - 1)/(z— 1)) = 0.
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1 On a Df = ]J—o0; —1[ U ]-1;0[ U ]0; +o0[; limf = Emf = 0 (et donc Ox est

asymptote «horizontalex); lim f = l(i).'ELnf = 400 et lirrl f = l(i)mf = —oo (et donc
- 1 -

les droites [X = —1] et Oy sont asymptotes «verticales»). La dérivée f'(x) vaut
(—2x> — 43 +x%2 — 1)/(x* + x)?, c’est-a-dire qu’elle a le signe de —g(x), I'’étude
de cette fonction nous ameéne d’abord & étudier h(x) = 5x> + 6x — 1, dont on voit
aisément qu’elle est toujours croissante, et donc qu’elle s’annule en un seul point «
compris entre 0 et 1 (& ~ 0,16305). On en déduit que g est croissante sur ]—oo; 0],
décroissante sur [0; & et croissante sur [x; +oo[. Or g(«) ~ 0,99; on voit donc que
g s’annule en un seul point 3 compris entre —1 et 0 (f ~ —0,53754), ce qui permet
enfin de déterminer les variations de f : f est croissante sur ]—oo; —1[ (de 0 & +00),
croissante sur ]—1; 3] (de —oo & () ~ —2,83879), décroissante sur [3;0[ (de
f(B) & —o0) et décroissante sur ]0; +oo] (de 400 & 0). f a pour seul maximum
(relatif) le point de coordonnées (,f(f3)) et son graphe n’a aucune symétrie (3
n’étant pas au milieu des deux valeurs interdites).

2 f(x) = x* = eX!»* est définie pour x > 0; comme lim+x1nx = 0, on voit que
x—0

l(i)r+nf = 1, et il est clair que lJimf = 400. f'(x) = (1 + lnx)f(x), f est donc
décroissante sur ]0;1/e] (de 1 & f(1/e) = e~ /¢ ~ 0,6922), puis croissante sur
[1/e;+oo[ (de f(1/e) & +00). Les méthodes des chapitres 9 et 10 permettront de
conclure que le graphe s’approche du point-limite (0,1) en étant tangent a ’axe
Oy (car 1('1)1}11" = —00).

f(x)Inx

De méme, g(x) = xf(x) = e est définie pour x > 0, et on a l(i)ling =0

(et E{.rolg = +00); g'(x) = (f(x)/x + f'(x) Inx)g(x) = (1/x +Inx + (Inx)?)x*g(x),

or 1/x + Inx + (Inx)? est positif si x > 1 (comme somme de termes positifs), et,
utilisant la forme canonique, 1/x 4+ Inx + (Inx)? = (Inx + 1/2)% + 1/x — 1/4 est
également positif si x < 4, donc en définitive toujours positif; on en déduit que g
est strictement croissante.

3 f a pour période «évidente» 27, et est impaire; nous allons 'étudier sur [0;7].
Sa dérivée vaut cos x + cos 2x + cos 3x, qu’on peut factoriser par exemple en f'(x) =
(2cosx + 1)cos2x (transformation des sommes en produits); on en déduit que
f est croissante sur [0;7/4] et [27/3;3m/4] (et décroissante ailleurs); passant
par un maximum (f(rt/4) = 2v/2/3 4+ 1/2 ~ 1,442), puis par deux extremums
trés rapprochés (et invisibles sur la calculatrice graphique!) f(27t/3) ~ 0,433 et
f(3m/4) ~ 0,443. Le reste du graphe s’en déduit par symétrie et périodicité.

. ., In3 P . .

4 Si on avait m2 - a, avec p et g entiers, on aurait donc pln2 = qln3, donc

2P = 39 ce qui est absurde, puisque 2P est pair (si p > 0) et 39 est impair (on

. . e e Inm , -
voit que ce raisonnement se généralise a o’ si m > n n’est pas divisible par n).
nn

5 La fonction f:x — (Inx)/x (définie sur ]O;4+oo[) a pour dérivée (1 — Inx)/x?;
elle est donc croissante sur ]0,e] (de —oco a 1/e) et décroissante sur [e;+oo[
(de 1/e a 0). Remarquant que f(1) = 0, on en déduit que f(a) = f(b) n’est
possible (si a # b) qu'avec 1 < a < e et b > e, et que pour a donné entre 1
et e, il y a un b unique supérieur a e tel que f(a) = f(b). Remarquant alors
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que a* = x* <= Ina* = Inx* <= f(x) = f(a), on voit que si a < 1,
I’équation a pour seule solution x = a, et si a > 1, ’équation a pour solutions
x = a et x = b défini comme plus haut. Le seul entier entre 1 et e étant 2,
on voit qu’il ne peut y avoir qu'un couple (m,n) au plus tel que m™ = n™;
comme 2% = 4% = 16, le couple (2,4) convient.

6 On obtient sh2x = 2shxchx, ch2x = ch?x +sh®x = 2ch?x —1 =1+ 2sh®x et
th2x = 2thx/(1 + th® x). Posant t = th(x/2) = (e* — 1)/(e* + 1), on obtient
2t 1+ t? 2t

—— ; chx = et thx =
1 -2 X 1—+t2 X 1+t2

shx =

7 Posant S=1+chx+ch2x+ch3x+---+chnx,ona$=1/2((e®+e*+e**+---+
e™) + (e®+ e X +e X ... 4 e~ ™X)); d’aprés la formule des suites géométriques
(en posant par exemple e* = X), on obtient

1 [ em+)x _ 1 e—(M+1)x _ 1
S=- + ;
2 ex — 1 e —1

qu’on peut simplifier (comme on I’a vu au chapitre 3), obtenant finalement

ch P sh 7(n+ 1)x
2 2

S —

shE
2

8 Par définition, on a cos(x +1iy) = 1/2(e™*~Y + e~**+V), x et y étant réels; et donc
cos(x +1y) = 1/2(e"Y(cosx + isinx) + e¥(cosx — isinx)), soit, en regroupant les
parties réelles et imaginaires cos(x+1iy) = 1/2(cosx(e Y +eY)+isinx(e ¥V —eY)) =
cosxchy —1isinxshy.

9 307 (le «<PPCM» des deux périodes, 107t et 6).

10 Non : cos(x?) s’annule pour x = 1/7/2 + km, et ces valeurs se rapprochent de plus
en plus; cosx + cosxv/2 = 2cos(1 4+ v/2)x/2cos(1 — +/2)x/2 s’annule en tous les
multiples (entiers) de (1 4+ v/2)m et de (1 — +/2)m; si la fonction cosx + cosx+/2
était T-périodique, on aurait alors ki(1 + v2)m = T et ko(1 — v2)m = n,T,
dott -3 —2v2 = (1 +v2)/(1 — v/2) = ny/n, € Q; /2 serait donc rationnel,
ce qui est absurde.

11 La formule cherchée est définie pour x € [—1;1] (c’est évident pour Arccosx,
et |2x* —1| <1 <= |x| < 1). Supposons d’abord que x € [0; 1] ; par définition,
o = Arccosx € [0;7/2], et cosax = x. On a donc cos2cx = 2(cos o)? —1 = 2x% —1;
et 2o appartenant & I'intervalle [0; 7] , par définition 2cc = Arccos(2x?—1). Si x est
négatif, on a Arc cos(2x?>—1) = Arccos(2(—x)?—1) = 2 Arccos(—x); et Arccos(—x)
valant 7t — Arccos x, on en déduit que 1’on a Arccos(2x? — 1) = 27t — 2 Arccos x sur
[-1;0] (on remarquera que les deux formules concident pour x = 0).

12 On atan(a+b) = (tana+tanb)/(1 —tana.tanb), donc (en utilisant la relation
tg(ArctgB)) = B, qui est vrai quel que soit B) on obtient tanA = (2 + 3)/(1 —
6) = —1. Mais on ne peut en déduire A = Arctg(—1) = —m/4 (d’ailleurs, A est
clairement positif!) ; toutefois, on sait que tana =tanb = a = b+kn (ke Z);
par encadrement, et remarquant que 0 < A < 7, on en déduit A = 37t/4.



Solutions des exercices (Chapitre 4, Analyse élémentaire) p.3

13

14

Rappelons d’abord que tan4x = 2tan2x/(1 — tan” 2x) = (4tanx — 4tan’® x) /(1 —
6tan’ x + tan® x). Posant x = Arctga, on en déduit que tan4x = (4a —4a3)/(1 -
6a? + a%), et donc que 4 Arctga = Arctg(4a — 4a3)/(1 — 6a? + a*) + k. De
méme, Arctga — Arctgb = Arctg(a — b)/(1 + ab) + k. Remarquant enfin que
7t/4 = Arctg1, on aura donc 7t/4 —4 Arctg(1/5) = Arctg(1 —b)/(1+b)+km, avec
b = (4(1/5) — 4(1/5)3)/(1 — 6(1/5)? + (1/5)*) = 120/119, et aprés encadrement
(montrant que k = 0), on obtient la «formule de Machin» (dont on verra au
chapitre 10 qu’elle peut permettre un calcul rapide de 7t avec une grande précision) :

T 1 1
T 4Arctg- — Arctg —
4 Fete g T A8 3,

Sur l'intervalle [0;+/2/2], on a 2Arcsinx = Arcsin2xy/1T — x2; sur l'intervalle
[0;1/2], on a 3 Arccosx = Arccos(4x® — 3x); enfin sur [0;1/2], on a 3 Arcsinx =
Arcsin(3x — 4x3). Dans les autres intervalles (de [-1;1]), ces formules ne sont
plus valables, comme un examen rapide des graphes correspondants permet de
s’en convaincre; mais on obtient des formules analogues, de la forme générale
k Arccosx = =+ Arccos(Px(x)) + nm, ot Py est un polyndme de degré k, qu’on
appelle le k*™¢ polynéme de Tchebychev, et qui sera étudié plus précisément au
chapitre 5 (les formules correspondantes pour kArcsin ne sont simples que si k est

pair).



Solutions des exercices (Interlude, équations différentielles)

Remarque : dans ces solutions, A, B, K et ¢ désignent des constantes (réelles)

arbitraires, y est une abréviation pour y(x).

jy

w

10

Y+y=0 < y=Ke™;y"+y=0 & y=Acosx+ Bsinx.

Sia>0,y=Kcos(xy/a+ @);sia<0,y=AeXV~"2+Be W% etsia=0,
y'=0 < y=Ax+B.

Sia>1,y=Ke *cos(xv/a— T+@);sia< 1,y =Ael-T+VI—a)px  Be(=1-Vi-a)x.
etsia=0,y"+y =0 < y=Ae *+B.

y= —% + Ae* + Be %

x3 B 12x2 176x 699

- _ _ - Ae* B —5%
Y="%5 "5 " 125 6 € tPe
XCosx  sin2x .
y=- — + Asinx + Bcosx
2 3
Y= _ﬁ_ 6_X_ ﬁ+ ez_x B 7sinx + 3cosx + Ae¥ 4 Be-2¥/5

5 25 125 58

y = —x% cosx + 2xsinx + 4xcosx — 6sinx — 6cosx + Ke /2 cos(x/3/2 + @)

x3cosx x?sinx  xcosx

c + 1 + 1 + Acosx + Bsinx

'y:

7xe " *sinx + 4xe * cosx n 244e *sinx + 158e " cos x

Y= 5 475 + Ke* cos(2x + @)



Solutions des exercices (Chapitre 5, Techniques combinatoires)

Supposons que a et a + b aient un diviseur commun d (# 1); on aura a = kd
et a+ b = K'd, donc b = (k/ — k)d, ce qui prouve (contrairement a I’hypothése)
que d est aussi un diviseur de b.

On sait que X™ — 1 = (X — 1)(X* " £ X*=2 4 ... + X+ 1); remplagant X par 10,
on en déduit que 10™ — 1 est divisible par 9. Comme —1 est racine de X2"*' + 1
(car (—1)2"+! = —1), on voit de méme que X?™*+! + 1 est divisible par X + 1, et
donc que 10?™+" 41 est divisible par 11 (Ces résultats peuvent aussi se démontrer
par récurrence).

(u2n) est la suite formée des termes de (u, ) d’indices pairs, c’est-a-dire obtenue
a partir de (u,) en prenant un terme sur deux (et en commencant au premier);
(Uan+1) est la suite «complémentaire» formée des termes de (u, ) écartés de la
premiére suite.

«Uy est le n®™¢ nombre premier» : oui, mais seulement parce qu’on a prouvé
(Euclide) qu'’il y avait une infinité de nombres premiers.

«Vvy, est la n®™e décimale de 7t» : oui.

«w = (3,7,31,127,8191,.. ) est la suite des nombres premiers de la forme 2 — 1
(les nombres de Mersenne)» : personne ne le sait! (c’est un probléme ouvert, mais
on conjecture que oui; a cette date, on ne connait que les 37 premiers termes de w,
et le plus grand est un nombre de plus d’un million de chiffres!)

Onauw=1u =2, uy =3/2=15 u3 =5/3=1,666...,us =8/5=1,6,
us = 13/8 = 1,625, ug = 21/13 ~ 1,6154, u; = 34/21 ~ 1,619, ug = 55/34 ~
1,6176 et uwo = 89/55 ~ 1,6182. On voit que la suite u,, semble «osciller», c’es-a-
dire que (uyy ) est croissante et que (uyn 1) est décroissante (avec uyyn < Uzn1);
ce genre de suite sera étudié systématiquement au chapitre 11.

n

n
Posons S = ) coskx et S’ = sinkx (on remarquera qu’il serait maladroit

n n
d’utiliser i comme indice!); on a S+1iS' = Y coskx+isinkx = Y e'™*; posant

. n
e =z onadonc S+1iS' = 5 z¢=(z"*" —1)/(z—1). Le calcul de S continue
k=0

ensuite comme au chapitre 3.

n
> VK = Un41 — Up.
k=0
m n m mn m mn
OnaSs = Z att) = ZZaibj = Z aiij = (Zai) ij
0<i<m i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0

0<j<n
On obtient (sia#1et b #1)

g (@™ =DM )
B (a=T)(b-1)

et si a = 1 par exemple, S = (m+ 1)(b™*" —1)/(b - 1).




Solutions des exercices (Chapitre 5, Techniques combinatoires) p.2

9

10

11

12

13

14

15

o noJo. nooJ
Remarquant que S = Y a'b) = > Y a'd) = > b)) a', et donc que
0<i<i<n j=01i=0 j=0  i=0
n . .
S=3Y b(d*' —1)/(a—1), on voit finalement que
=0
g_ ¢ (ab)™*+! —1 pntt — 1
a-1 ab-1 (a—1)(b-1)

si a, b et ab sont différents de 1; les cas particuliers doivent étre traités a part;
bt —1

T (a—Db-1)

par exemple si b = 1/a, onaS:(n+1)a(l

n n n 2 1 2
Comme plus haut, on a S = (3 i)(> j) = (3 i)? = w Les termes
i=0  j=0 i=0
figurant dans le calcul de S sont les ij avec i < j, les i% et les ij avec i > j; on a
n j—1 j

n n -1 n
donc S =2T+ Y 2. OrT= Y ij:ZZij:Zj]Zi=Zi((i—1)i/2)

i=0 0<i<j<n j=01i=0 j=0

mn n n n
et donc 2T = Y (j3 —j2);dou S= Y j3 et donc Y i® = (Y i)
j=0 j=0 i=0 i=0
(x+(0=x)" =1

2n
0= (1-12 = ¥ (=1)<C5,; séparant les termes d’indices pairs (k = 2K)

n n
s 2k 2k+1 :
des autres, on aboutit a > (5, = Y (5, ; comme on sait que la somme de

In x : N2k
tous ces termes ( 5 C.) vaut (1+1)?™ = 22", on en déduit que Y C5,, = 2"
k=0 k=0

(par exemple, pour n=2,0onal+6+1=4+4=23).

(P-NDp-2)---(p—-k+1)
k!
sible par aucun des facteurs de k! (si k < p); C]; étant entier, c’est donc que le
(P-NDp-2)---(p—-k+1)
k!
est aussi entier, ce qui prouve que CE est divisible par p. Si p est premier, il ne peut
diviser aucun des entiers plus petits que lui, donc pas non plus leur produit (unicité
de la décomposition). Réciproquement, supposons d’abord que p=ab, avec a < p,
b < pet a##b;ilest clair que ab divise (p—1)! = 1x2x---xax---xbx---x(p—1).
Si p n’est pas premier, on voit aisément que deux tels nombres a et b sont aisés a
trouver, sauf si p = a? est un carré; et dans ce cas, 2a < p = a x 2a divise p!,
sauf si p = 4 (et de fait, 4 ne divise pas 3! = 6). Pour montrer enfin de méme

On sait que C‘; =7 ; 81 p est premier, il n’est divi-

numérateur est divisible par k!, donc que le quotient

gu’un des C]; n’est pas divisible par p, il faut analyser les diviseurs premiers de p!,
de (p — k)! et de k!; et constater que si k = (p/2) (a 1 pres), il n’y a plus assez de
facteurs premiers de p dans p!/(k!(p — k)!).

Pour n =1, 3°™ — 2™ = 32 — 2 = 7 est évidemment divisible par 7. Supposons que
32k — 2k = 7d soit divisible par 7. On aura alors 32(k+1) — 2k+1 — 9 32k _ 7 7k —
7.3%% 4 2(3%% — 2K) = 7(2d + 3%*) qui sera aussi divisible par 7; par récurrence,
la propriété est donc vraie pour tout n.

Il est clair que up < u; = In3; d’autre part la fonction f: x — f(x) = In(1+ 2x) est
croissante (comme composée de fonctions croissantes). Supposons alors que uy <



Solutions des exercices (Chapitre 5, Techniques combinatoires) p.3

16

17

18

Uk 1; on aura donc f(ux) < f(uks1), c’est-a-dire uy 1 < uryy. Par récurrence,
on voit donc que pour tout n, u, < u,y1, et donc que la suite (u,,) est croissante.
Si on utilise la formule de définition v,,7 = In(1 + v;,), on aura vop > vy = ln2;
le méme argument montre que la suite (v, ) sera alors décroissante.

a):ona0 < 2%et 1 < 2'; supposons (hypothése de récurrence étendue) que
Fr < 2% et que Frpq < 2Kt on aura alors Fryo = Fi + Fyy < 2K 4 2K+T <
2k+1 4 ok+1 — pk+2. par récurrence, on voit que F,, < 2™ pour tout n.

b) : quatre termes successifs de la suite F sont de la forme a, b, a + b et a + 2b.
OnaF? =1=F,Fy+1; supposons (hypothese de récurrence) que FZ = F._1Fi 1+
(—=1)**1; on aura donc (avec les notations précédentes) b = a(a + b) + (—1)¥+!
et F£,; — FkFry2 = (a+b)? —b(a+2b) = a® + ab—b? = (—1)**+2, ce qui prouve
par récurrence que F2 = F,_1Fn 1 + (=1)™*" (pour tout n).

c) : larédaction de ces preuves est assez fastidieuse, faute d’une notation appropriée
pour les restes de division par k (la théorie modulaire); mais le principe consiste
a remarquer que ces restes suivent aussi une «loi de Fibonacci» (par exemple,
si deux termes ont pour restes respectifs 2 et 3 dans la division par 5, le terme
suivant sera divisible par 5...).

Il s’agit en fait d’une récurrence étendue (de la forme : «supposons que pour tout
k' < k, on ait P(k')»); cela dit, 'erreur réside dans le fait que la propriété est
utilisée pour k' = 0 (quand on veut passer de k = 1 a k = 2), alors qu’on ne l’a
vérifiée qu’a partir de k = 1.

La, lerreur est plus cachée : les arguments sont tous corrects, sauf pour k = 2
(ce qui, bien sir, fait (heureusement) s’effondrer le raisonnement), car alors, il
n'y a pas de nombre supplémentaire («I’'un des k — 1 entiers non remplacés»)
disponible!



Solutions des exercices (Chapitre 5, Techniques combinatoires) p. 4

POLYNOMES

19 On peut remarquer qu’'une fonction périodique est bornée, ou que P(x) — P(0)
aurait une infinité de racines.

20 On a N
P(X) =Y Caxn (1 —x)*
k=0

n k
=Y xRy CG-nixt
k=0 i=0

_ Z CEC;(_])an—H—k_

0<i<k<n

Regroupant les termes, on voit que le coefficient a,, de XP vaut Z CiCl(—] )Y
n+i—k=p

or (d’apres la formule du bindme) P(X) = (X+(1—X))™ = 1, par conséquent ap = 1

et a, =0 pour p > 0. Posant p =n — m, on obtient an_m = Z CiCL(—Ui,

k—i=m
k<n

et aprés changement d’indice

n—m

= 1 ka Cm-i-k: 0 sim<n
a é( ) b {1 sim=n

21 Un calcul soigné du terme a,X? de Q,(X) = (Pn(X))? — Pn(2X) donne

2P 1
Clp = ——- + Z 1|_]'
i+j=p
0<i,j<n

P .
Or on sait que la somme des coefficients binomiaux )_ C; est égale a 2P ;sii+j = p,
i=0

on peut écrire C; = p!/(i!j!), et on voit alors que si p < m, on aura a, = —2P/p!+
> C; /p! = 0; le premier terme (éventuellement) non nul de Q. (X) est donc

i+j=p

any1 Xt ce qui prouve que Q. (X) est divisible par X™+!

22 On obtient (en passant par C et en regroupant les facteurs conjugués)

1—iv7 1+1V7
) )(X+ ) ) (dans C)

X3+X—2:(X—])(X2+X+2) (dansR):(X_])(X+
XC—1 =X-=1X+1)X2+X+1)(X*=X+1) (dans r)

Xe 464 = (X2 +4) (X2 +2XV3+4)(X* = 2XV3+4) (dans R)
= (X = 2)(X+20)(X — V3 - )X = V3 + )X+ V3 —1)(X+V3+1) (dans €)

1—-+5 T++/5
2\/_X+])(X2+ 2\/_X+]) (dans R)

— (X _ ])(X _ eZin/S)(X _ 6417[/5)()( _ eGin/S)(X _ 6817[/5) (dans C)

X2—1 =X-=-1)(X*+

23 (1) sera racine si (—1)"" — 2(=1)2" 41 = 0, c’est-a-dire si(—1)™" = 1, et donc si
n est pair. Pour que (—1) soit racine double, il faut que P'(—1) = nz(—1)“2_1 -
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25

26

27

28

An(—1)?"""1 soit nul; comme on a supposé n pair, cela équivaut a n? = 4n;
b ) )

outre le polynéme nul, on obtient le polynéme X' — 2X3 + 1.

Pour que X" +X+1 soit divisible par X*+X+1 = (X—j)(X—j?), il faut (et il suffit)
que j et j2 soient racines de X™ +X+1; j et j2 étant conjugués, il suffit donc d’avoir
i"4+j+1=0=j%>+j+1, donc que n = 3k + 2.

On sait que X™ = A a pour solutions les ax = ae?'*™/™ oil a = ap est une

des racines n®™® de A (|la] = |A|"/™ et Arg(a) = Arg(A)/n). On peut donc
n—1 n—1

factoriser X™ — A = [] (X — ax) = [] (X — ae?*™/™), et d’aprés le cours, la

somme des ay est nulle (ce qu’on a déja vu au chapitre 3) et le produit des ay
vaut (—1)"~'A (ce qui est assez clair, si I’on remarque que ce produit vaut a™e?,

avec s = (2i/m) S k = (Zim/m)m(n —1)/2...)
k=0

Soit (x,y, z) une solution du systéme; développons le polynéme (X —x)(X—y)(X—
z). On obtient X3 —(x+y+2z)X%+(xy+yz+xz)X—xyz. Or on sait que xy+yz+zz =
xyz(1/x + 1/y + 1/z); on en déduit que ce polyndme vaut X3 — 2X? — 5X + 6.
On sait que la factorisation est unique a 1’ordre des facteurs pres; X3 —X? —2 valant
(X = 1)(X+ 2)(X — 3), on en déduit que les solutions du systéme sont (1;—2;3),
(=2;1;3), ...

S’il y avait deux tels polynémes P et Q, le polynéme P(X) — Q(X) serait de degré
mn
> K [T(xi = x5)

< n, et posséderait n + 1 racines distinctes. On a Q(xi) =
k=0  j#k

(remarquer le changement d’indexation); on voit que si k # 1, le terme [] (xi —x;)
i#k

sera nul, ce qui montre que Q(xi) = K; [ [(xi—x;). Posons alors K; =i/ [[(xi—x;);
j#L j#L

on voit que le polyndéme Q ainsi obtenu est de degré < n, et vérifie Q(xx) = k
pour tout k.

Par récurrence, on voit que le degré de P,, est 2"~ '; on a Py = X; P, = X? +
X=XX+1)et P3 = X' +2X3+ X2 + X = X(X — a)(X = B)(X — B), olt ox ~
—1,754877666, et ou 3 (complexe) ~ —0,122561167 + 0, 7448617671. Remarquons
a présent que |x* + x| = [x||x + 1| < |x|(|x| — 1) d’apreés I'inégalité triangulaire,
ce qui prouve que |x| > 2 = |[x? + x| > 2 (cette formule étant également vraie
dans C, ce qui suit est valable pour le module des racines complexes de P,,, mais
la démonstration est légérement plus élaborée). Supposons alors que x < —2;
il est clair que Po(x) = x* + x = x(x + 1) > 2, et que P,(x) > |x|. Montrons
alors par récurrence que la suite P, (x) est croissante : Py 1(x) = (Px(x))? + x,
et donc Pyi1(x) — Pr(x) = Pr(x)(Px(x) — 1) +x > Py(x) +x > 0. On voit donc
que cette suite ne s’annule jamais, ce qui prouve que x n’est pas racine de P,.



Solutions des exercices (Chapitre 6, Le langage des fonctions)

1 [x — x*](R — R) est bijective (voir le chapitre 4), donc injective et surjective.
g:x — x3(C — C) est surjective mais pas injective, puisque '’équation x> = A
posseéde (si A # 0) trois solutions distinctes dans C.

2 Six € A et x € B, on a (par définition) f(x) € f(A) et f(x) € f(B), ce qui prouve
que f(x) € f(A) N f(B), et donc que f(A N B) C f(A) N f(B); réciproquement,
siy € f(A) N f(B), c’est donc que y = f(x) = f(x') avec x € A et X' € B,
mais on voit bien qu’a moins d’avoir f injective (sur A U B), on ne pourra pas
conclure; un contre-exemple est f : x — x*; A= [—-1,2],B=[-2,1]; 0on a
f(ANB)=f([-1,1]) = [0,1], mais f(A) = f(B) = f(A) N f(B) = [0;4].

De méme, si x € AU B, f(x) € f(A) ou f(x) € f(B), ce qui montre que f(A UB) C
f(A) U f(B). Réciproquement, si y € f(A) U f(B), c’est donc que y = f(x) ou
que y = f(x') avec x € A et x' € B; cette fois, on peut conclure et on aura bien
I'égalité.

3 Sigof: A — C est bijective, cela veut dire que tout élément z de C est atteint,
donc qu’il existe x € A tel que g(f(x)) = z, mais alors z = g(y) avec y = f(x),
ce qui prouve que g est surjective. Supposons que f ne soit pas injective, il existerait
alors x et x; distincts tels que f(x1) = f(x2) = y; mais alors, on aurait (gof)(x1) =
(gof)(x2) = g(y) et gof ne serait pas non plus injective, ce qui est absurde.

4 Réciproquement, la composée d’une injection et d’une surjection n’est pas bijective
en général (le seul résultat de ce genre est que la composée de deux injections est
injective, et que la composée de deux surjections est surjective); montrons-le a

I'aide d’un contre-exemple : f : x — e* est injective (de R vers R), et g : x — x> —x

est surjective, mais h = gof : x — e ~* n'est ni surjective (Im(h) C R*), ni
injective (h(0) = h(1) =1).

5 Pour que p,(f) existe, il faut que f(a) existe, c’est-a-dire que a € Dy; autrement
dit, le domaine de p, est le sous-ensemble de F formé des fonctions définies en a.
L’image de p, est évidemment R, car elle en est un sous-ensemble, et tous les
réels sont atteints, puisque par exemple po([x — x+ b — a]) = b. La restriction
de p, a A esst une application (puisque toutes les fonctions de A sont définies
en a); la remarque précédente montre que c’est une surjection. L’application
a — Pq, dont I’ensemble de départ est R et ’ensemble d’arrivée est I’ensemble des
fonctionnelles, c’est-a-dire 1’ensemble des fonctions de F vers R, est une injection;
en effet, si on avait pq, = pp, avec a # b, on aurait en particulier po([x — x]) =
po([x — x]) = a =Db, ce qui est absurde.

6 «M est un majorant de A et de B» est évidemment équivalent a «M est un
majorant de A U B», ce qui prouve que max(sup(A),sup(B)) = sup(A U B). Par
contre, soit m un majorant de A ou de B, il est seulement clair que m sera dans les
deux cas un majorant de ANB, ce qui montre que sup(ANB) < min(sup(A), sup(B);
I’égalité n’est pas vraie en général, comme le montre le contre-exemple A = {1} U
[2,3] et B={1}U [4,5].

7 a) Oui. b) Non (il faut que f et g soient positives)

8 Un exemple est ’application f définie par :

f(x) =x six<Ooux>1
f(x)=1—-x si0<x<]1



Solutions des exercices (Chapitre 6, Le langage des fonctions) p.-2

9 Montrons par récurrence que u,, < xo : en effet, xo > 0 par définition et la propriété
est donc vraie de 1 ; si on suppose ux < xg, on en déduit f(ux) < f(xo) = xo.
La suite u,, est donc majorée par wp, ce qui, d’aprés le théoréme de la borne
supérieure, montre que sup(u,) = L existe et que L < xo.

On verra au chapitre 11 que si f est continue en L, on peut montrer que f(L) = L(=
X0). On sait déja que f(L) est un majorant de u,, (méme argument par récurrence
que ci-dessus) et donc que L < f(L) < xo. Mais il est possible de construire un
contre-exemple a 1'égalité : prendre par exemple pour f: x — f(x) = 1+ x/2 si
x < 2 et x+— f(x) =2+ x/2si x> 2; on peut alors montrer (voir le chapitre 11)
que L =2 (et donc L < f(L) = 3); dans cet exemple, xo = 4.



