
Sujets de l'Oral blanc (2000)

Les conditions étaient : 20 mn de préparation; 20 mn d'oral.
Ces sujets correspondent à l'ensemble du programme d'Analyse, sauf les équations

di�érentielles (les chapitres 4 à 13 du cours); dans la plupart des cas, la question de cours
�amorce� l'exercice, et il vaut mieux la mâ�triser pour pouvoir résoudre ce dernier.

Les énoncés ont été donnés sous la forme exacte reproduite ici (mais sous forme manus-
crite); il était évidemment possible de demander des éclaircissements sur telle ou telle
notation, et il serait regrettable que certains candidats ne s'en soient préoccupés qu'au
moment du passage au tableau. . .

Une solution succinte (la �réponse�) et des indications de méthode et d'attitude à
l'oral sont proposées dans la deuxième partie de ce document

1

Question de cours
Racines cubiques de l'unité. Interprétation géométrique d'un complexe (ponctuelle

et vectorielle)

Exercice
Le plan P est rapporté au repère orthonormal direct (O,~ı,~).
a) Soit (A,B, C) trois points distincts deux à deux d'a�xes respectives a, b, c.

Interpréter AC

AB
et ̂

(
−→
AB,

−→
AC ).

b) Application : a = 1 + i, b = 2 ; déterminer c pour que ABC soit équilatéral.
c) Montrer que ABC équilatéral ⇒ aj2 + bj + c = 0 ou aj̄2 + bj̄ + c = 0. Étudier

la réciproque.
d) Montrer : ABC équilatéral ⇐⇒ a2 + b2 + c2 = ab + bc + ca.

2

Question de cours
Bijection. Bijection réciproque. Dé�nition d'un DL. Principaux DL.

Exercice
Soit f : [−1, +∞[→ [2, +∞[ /∀x ∈ [−1,+∞[, f(x) = (x2 + 2x + 5)1/2.
a) Montrer que f est une application.
b) Montrer que f est bijective et exprimer f−1(y) (on n'étudiera pas f).
c) Étudier f et tracer Gf (on précisera l'asymptote).
d) Calculer

∫ x

0
(t2 + 2t + 5)1/2dt, x ∈ R.
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3

Question de cours
Dé�nition de la bijection et de la bijection réciproque. Formule du changement de

variable

Exercice

Soit ϕ : x ∈ ]−1, +∞[ 7→ ϕ(x) =
(

x + 3
x + 1

)1/2

∈ ]1, +∞[.

a) Montrer directement que ϕ est une bijection de ]−1, +∞[ sur ]1, +∞[.
Exprimer x = ϕ−1(t).

b) Soit F (x) =
∫ x

0

(
u + 3
u + 1

)1/2

du, x ∈ ]−1, +∞[. Calculer F (x) en utilisant le
changement de variable t = ϕ(u) (u ∈ ]−1, +∞[). On utilisera ensuite une
intégration par parties.

c) Donner un équivalent simple en +∞ de ϕ(x)− 1.

3a (Variante proposée en 1997)

Question de cours
Dé�nition d'une bijection et de la bijection réciproque.

Exercice
Soit f : R → R∗

+ /∀x ∈ R, f(x) = x +
√

x2 + 1.
a) Justi�er pourquoi f est e�ectivement une application.
b) Démontrer directement que f est une bijection et exprimer f−1(y).
c) Soit g : R → R /∀t ∈ R, g(t) = sh t. Simpli�er f ◦ g(t). Retrouver alors le fait

que f est bijective.
d) Calculer

∫ x

0
f(u) du.
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4

Question de cours
Dé�nition d'une bijection et de la bijection réciproque. Dé�nition d'une fonction

dérivable. Dérivabilité de la bijection réciproque.

Exercice
Soit f : R+ → R+ /∀x ∈ R+, f(x) =

x

1 +
√

x
.

a) Montrer à l'aide de la dé�nition que f est bijective et exprimer f−1(y).
b) Montrer que f est dérivable. Est-elle C2 ? Montrer que f−1 est aussi dérivable.

c) Calculer
∫ x

0

f(t) dt, puis
∫ 1

0

(
xn

1 +
√

x

)
dx, n ∈ N (commencer par poser

x = t2 et rechercher une décomposition).

4a (Variante proposée en 1996)

Question de cours
Dé�nition d'une bijection et de la bijection réciproque.

Exercice
Soit f : R+ → R+ /∀x ∈ R+, f(x) =

x

1 +
√

x
.

a) Justi�er pourquoi f est e�ectivement une application. f est-elle dérivable ?
b) Démontrer à l'aide de la dé�nition que f est bijective et exprimer f−1(x).
c) Calculer

∫ x

0
f(t) dt, puis

∫ x

0
(f(t))2 dt, x ≥ 0.

5

Question de cours
Dé�nition de Arc sin, Arc cos, Arc tan. Dé�nition d'une asymptote en +∞

Exercice

a) Montrer que θ : x ∈ R∗
+ 7→ θ(x) = Arc tan x + Arc tan

1
x

est constante :
1) en calculant θ′(x) ; 2) en calculant cos(θ(x)).

b) Soit f : R → R /∀x ∈ R, f(x) = xArc tan x. Étudier f , préciser l'asymptote
en +∞, ∆, et la position de la courbe Gf / ∆.

c) Calculer
∫ x

0
f(t) dt.
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Question de cours
Énoncé précis de la méthode du raisonnement par récurrence (simple et cumula-

tive).

Exercice
Soit (un)n∈N la suite réelle / u0 = 1 et ∀n ∈ N∗, un =

n

2(n + 1)
un−1 + 1.

a) Si l'on suppose u convergente, de limite `, prouver que ` = 2.

b) Montrer par récurrence que ∀n ∈ N, un ≤ 2n + 4
n + 3

.

c) Déduire de b) que (un) converge.

d) Montrer, par récurrence, que ∀n ∈ N, un =
1

2n(n + 1)

(
n∑

k=0

(k + 1)2k

)
. En

déduire un équivalent de
n∑

k=0

(k + 1)2k.

6a (Variante proposée en 1997)

Question de cours
Énoncé précis de la méthode du raisonnement par récurrence :
récurrence simple et récurrence cumulative.

Exercice
Soit (un)n∈N la suite telle que u0 = 1 et ∀n ∈ N∗, un =

n

2n + 1
un−1 + 1.

a) On suppose u convergente vers `. Calculer `.

b) Montrer par récurrence sur n ∈ N que un ≤ 2n + 3
n + 2

.

c) En déduire que u converge.

d) Montrer, par récurrence, que ∀n ∈ N, un =
2n(n!)2

(2n + 1)!

(
n∑

k=0

(2k + 1)!
2k(k!)2

)
.
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Question de cours
Énoncé précis de la méthode du raisonnement par récurrence.
Dé�nitions et propriétés des coe�cients

(
n

p

)
; formule du binôme

Exercice

a) Montrer que
n∑

k=0

k

(
n

k

)
= n2n−1, n ∈ N∗ : 1) par récurrence

2) directement, en utilisant le chan-
gement d'indice k = n− k′

b) On pose S(x) = (1 + x)n. Calculer S′(x) de deux manières di�érentes.

c) Utiliser b) pour retrouver a) et calculer
n∑

k=0

(
n

k

)

k + 1
.

8

Question de cours
Énoncé du raisonnement par récurrence. Formule du binôme. Dé�nition de la

divisibilité dans Z

Exercice
Si n ∈ N, on pose An = 56n − 23n

a) Démontrer par récurrence sur n ∈ N que 7 divise An

b) En remarquant que 5 = 7− 2, démontrer directement le résultat pour n ∈ N∗

c) Justi�er : an − bn = (a− b)(
n−1∑
i=0

an−1−ibi), n ∈ N∗. Retrouver alors le fait que
7 divise An
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Question de cours
Suites récurrentes de la forme un+2 = aun+1 + bun. Raisonnement par récurrence.

Formules de Moivre et d'Euler.

Exercice
Soit (un)n∈N la suite telle que u0 = 1, u1 = 2 cos θ, et

∀n ∈ N, un+2 = (2 cos θ)un+1 − un, θ étant donné dans ]0, π[.

a) Montrer par récurrence sur n ∈ N que ∀n ∈ N, un =
sin(n + 1)θ

sin θ
.

b) Retrouver le résultat de a) par une autre méthode.
c) Montrer qu'il existe un polynôme Pn /∀n ∈ N, Pn(cos θ) = un (on pourra

utiliser les formules d'Euler et Moivre).

10

Question de cours
Théorème de convergence d'une suite monotone. Lecture graphique des valeurs

d'une suite récurrente du type un+1 = f(un), u0 donné.

Exercice

Soit (un)n∈N / u0 ∈ ]0, 1[ et ∀n ∈ N, un+1 =
(

1 + un

2

)1/2

.

a) À l'aide d'un graphique, constater que la suite est monotone.
b) Montrer que ∀n ∈ N∗, un ∈ ]0, 1[, puis que la suite (un) est croissante.
c) Montrer que u converge et préciser ` = lim un.
d) On pose θn = Arc cos un. Calculer θn en fonction de θ0 et n.

En déduire `− un∼ (Arc cos u0)2

22n−1
.
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Question de cours
Énoncé de la formule de Leibnitz. Énoncé de la formule de Taylor-Young. Dé�nition

d'un développement limité d'ordre n.

Exercice
Soit, pour n ∈ N∗, la fonction fn /∀x ∈ ]−1, +∞[ / fn(x) = xn−1 ln(1 + x).
a) En utilisant la formule de Leibnitz, montrer que ∀x ∈ ]−1, +∞[− {0},

f
(n)
n (x) =

(n− 1)!
x

(1− (1 + x)−n).

b) En remarquant que fn est de classe C∞, exprimer f
(n)
n (0).

c) Donner un développement limité d'ordre j ∈ N∗, de x 7→ ln(1 + x), en 0.
En déduire le DLn−1+j en 0 de fn.

d) Utiliser c) pour exprimer f
(k)
n (0), k ∈ N.

12 (Énoncé proposée en 1997)

Question de cours
Théorème de la dérivabilité d'une fonction composée. Dé�nition de

∫ b

a
f(t) dt.

Exercice
Soit f : R+ → R, continue, telle que ∀x ∈ R∗

+, f(1/x) = x2f(x).

a) On pose F = x 7→ ∫ x

0
f(t) dt +

∫ 1/x

0
f(t) dt, x ∈ R∗

+.
1) Justi�er, avec soin, la dérivabilité de F .
2) Prouver que F est constante.

b) Application
Soit h : R+ → R / h(x) = xArc tan x. Étudier les variations de h et préciser
l'asymptote. Calculer

∫ x

0
h(u) du.

12a (Variante proposée en 1996)

Question de cours
Théorème de la dérivabilité d'une fonction composée.

Exercice

Soit, pour x ∈ R, f(x) =
∫ sin2 x

0

Arc sin
√

t dt +
∫ cos2 x

0

Arc cos
√

t dt.

a) Justi�er pourquoi f est continue, puis dérivable.
b) Montrer que f est π-périodique, et comparer f(π − x) et f(x). Calculer f ′(x)

pour x ∈ [0, π/2]. En déduire f(x).
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c) Montrer que ∀u ∈ [0, 1], Arc cos
√

1− u2 = Arc sin u + C, C constante.

d) En déduire que f(x) =
∫ 1

0
Arc sin

√
t dt, et retrouver le résultat de b).

13

Question de cours
Les trois formules de Taylor. Dé�nition de deux suites équivalentes.

Exercice
a) Soit f : t 7→ ln(1 + t) ; appliquer la formule de Taylor-Lagrange à l'ordre 1,

puis 2, à cette fonction et aux bornes a = 0, b = x, x > 0.

b) On pose un =
n∏

k=1

(1 +
k

n2
), n ∈ N∗. Écrire di�éremment un.

c) En utilisant a), montrer que un = ean−bn , avec an → 1/2 et bn → 0. Conclure.
d) Déterminer un équivalent de L− un, L = lim un.

14

Question de cours
Dé�nition d'une intégrale. Formules �en t�. Règle de Bioche.

Exercice

a) Démontrer que
∫ x

0

dt

cos t
= ln(tan(

x

2
+

π

4
)), x ∈ ]−π/2, π/2[.

b) On pose y = ln(tan(
x

2
+

π

4
)). Montrer :

1) th
y

2
= tan

x

2
2) th y = sin x

3) ch y =
1

cos x
.
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Question de cours
Formules de Taylor : Young, Lagrange et reste intégral.

Exercice

Soit un =
n∑

k=1

sin
k

n2
, n ∈ N∗.

a) Appliquer la formule de Taylor-Lagrange à u 7→ sin u, à l'ordre 1, pour les
bornes 0 et x.

b) Transformer un, et montrer que lim
n→+∞

un = 1/2.

c) Retouver le résultat de b) en transformant la somme
n∑

k=1

sin
k

n2

(poser θ = 1/n2).

16

Question de cours
Dé�nition d'un DL en 0. Principaux DL. Forme canonique. Changement de

variable dans une intégrale.

Exercice

a) Calculer lim
x→0

1− cosx− x2/2
x(x− shx)

b) Calculer
∫ x

1

dt

t(2t− t2)1/2
, x ∈ ]0, 2[. (Questions indépendantes)

17

Question de cours
Dé�nition d'un DL à l'ordre n en 0. Dérivée d'une fonction composée.
Développement limité d'une fonction composée.

Exercice
Soit f : R → R /∀x ∈ R, f(x) = Arc tan(ex).
a) Justi�er la dérivabilité de f et calculer sa dérivée.

b) Montrer que pour x > 0, Arc tan x + Arc tan
1
x

est constant.

c) Déduire de b) que π

2
− f(x) ∼

+∞
e−x.

d) Donner un DL3 en 0 de f .

e) Calculer
∫ x

0

e2tf(t) dt.
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17a (Variante proposée en 1997)

Question de cours
Dé�nition d'une fonction admettant un développement limité à l'ordre n.
Développement d'une fonction composée.

Exercice
Soit f : R → R, f(x) = Arc tan(sin x).
a) Sans chercher à simpli�er f , donner un développement limité à l'ordre 3 de f ,

en 0.
b) Étudier la parité de f , sa dérivabilité. Comparer f(x) et f(π−x). Que peut-on

en déduire pour Gf , la représentation graphique de f ? Calculer cos(f(x)) et
sin(f(x)).

c) Calculer
∫ π/2

0
cosxArc tan(sin x) dx.

18

Question de cours
Dé�nition d'une suite croissante, décroissante, minorée. Inégalité des accroisse-

ments �nis

Exercice
Soit la suite (un)n∈N / u0 = 1 et ∀n ∈ N, un+1 = e−un .
a) Soit g : R → R /∀x ∈ R, g(x) = e−x − x. Montrer, en étudiant g, que g est

une bijection. En déduire ∃!` ∈ R, e` = `.
b) Montrer que ` ∈ ]1/e, 1[. Montrer, par récurrence, que ∀n ∈ N, un ∈ [1/e, 1].
c) Montrer que ∀n ∈ N∗, |un − `| ≤ e−1/e|un−1 − `|. En déduire la convergence

de (un).
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19

Question de cours
Théorème de convergence d'une suite monotone. Dé�nition d'une intégrale.
Théorème des accroissements �nis

Exercice

Soit (un)n≥1 la suite réelle /∀n ∈ N∗, un =
2n∑

k=n+1

1/k.

a) Montrer que (un) est croissante et majorée par 1. Conclure.

b) Montrer que ∀k ∈ N, k ≥ 2,
∫ k+1

k

dt

t
≤ 1

k
≤

∫ k

k−1

dt

t
.

c) Déduire de b) que lim
n→+∞

un = ln 2.

d) Retrouver directement c) en utilisant un théorème précis du cours sur l'inté-
grale.

20

Question de cours
Sens de variation d'une suite. Théorème de convergence d'une suite monotone,
théorème des gendarmes.

Exercice

Soit (un)n≥1 la suite telle que ∀n ∈ N∗, un =
2n∑

k=n+1

1/k2.

a) Montrer que ∀n ∈ N∗, 0 ≤ un ≤ 1/n. Conclure.
b) Montrer que u est décroissante.

c) Montrer que ∀k ∈ N, k ≥ 2,
∫ k+1

k

dt

t2
≤ 1

k2
≤

∫ k

k−1

dt

t2
.

d) Utiliser c) pour trouver un équivalent de un.
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21

Question de cours
Dé�nition de la continuité en un point, de la dérivabilité. Théorème d'intégration

d'un DL.

Exercice
Soit f : R → R /∀x ∈ R, f(x) =

{
x/(ex − 1) si x 6= 0
1 si x = 0

.

a) Montrer à l'aide de la dé�nition que : 1) f est continue en 0; 2) f est dérivable
en 0.

b) Étudier f et tracer Gf (on précisera l'asymptote)
c) Donner un DL4 en 0 de

∫ x

0
f(t) dt (on ne cherchera pas à calculer l'intégrale)

22

Question de cours
Dé�nition d'une intégrale; énoncé précis relatif à la dérivation d'une fonction com-

posée. Théorème des accroissements �nis.

Exercice

Soit F (x) =
∫ 2x

x

dt

1 + (ln t)2
, x ∈ ]0, +∞[.

a) Justi�er la dérivabilité de F et calculer F ′(x). Variations de F ?
b) En utilisant le théorème des accroissements �nis et la croissance fonctionnelle,

montrer que F (x) ∼
0+

x

(lnx)2
et F (x) ∼

+∞
x

(ln x)2
.

c) Montrer que F admet un prolongement continu en 0, et que ce prolongement
est dérivable.

d) Que peut-on dire de la branche in�nie de GF , la représentation graphique de
F ?
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23

Question de cours
Dé�nition de l'intégrale. Changement de variable. Intégration des inégalités

Exercice

Soit In =
∫ e

1

t2(ln t)n dt, n ∈ N.

a) Calculer I0, I1.

b) Montrer, à l'aide d'un changement de variable, que In =
∫ 1

0
tne3t dt.

c) Utiliser b) pour montrer que 0 ≤ In ≤ e3

n + 1
. Conclusion ?

d) Relation de récurrence entre In et In+1. Calculer lim
n→+∞

nIn.

24

Question de cours
Intégration des inégalités. Intégration par parties.
Formule du changement de variable.

Exercice

On pose In =
∫ π/4

0

(tan t)2ndt, n ∈ N.

a) Calculer I0 et I1.

b) Montrer que In =
∫ 1

0

u2n

1 + u2
du en utilisant un changement de variable

�naturel�. En déduire 0 ≤ In ≤ 1
2n + 1

. Conclusion ?

c) Trouver une relation de récurrence entre In et In+1. Calculer In.



Solutions et commentaires

1

Question de cours

On dit que z 2 C est une racine cubique de l'unit�e si z3 = 1. Cette �equation
admet les trois solutions 1, j et j2, avec j = e2iπ/3 = (�1 + i

p
3)/2, et

j2 = e4iπ/3 = �j (il faut savoir le red�emontrer, mais il su�sait probablement ici de
faire remarquer que z3 � 1 = 0 () (z � 1)(z2 + z + 1) = 0. De même, il n'�etait
sans doute pas n�ecessaire de donner la liste de toutes les propri�et�es utiles de j, telles que
1 + j + j2 = 0, ou de parler du triangle �equilat�eral form�e par leurs images; mais cela
ne peut pas faire de mal, si c'est fait bri�evement). On appelle image (ponctuelle)
d'un complexe z = a + ib le point M de coordonn�ees (a, b) (dans un rep�ere
orthonorm�e (O,u,v) �x�e), et image vectorielle de z le vecteur

��!
OM = au+bv.

R�eciproquement, z s'appelle l'a�xe de M (ou du vecteur
��!
OM).

Exercice

a) Notant zA l'a�xe du point A, et zv l'a�xe du vecteur v, on sait que z�!
AB

= zB�
zA, et que AB = k�!ABk = jzB�zAj ; on aura donc

AC

AB
=
jc� aj
jb� aj . D'autre part,

on sait que l'argument de zM est �egal �a l'angle
d

(Ox,
��!
OM), et que Arg(z2/z1) =

Arg(z2)�Arg(z1) (�a 2kπ pr�es); on en d�eduit (�a l'aide de la relation de Chasles

pour les angles) que
d

(
�!
AB,
�!
AC) = Arg(c � a) � Arg(b � a). Posant Z = c−a

b−a ,

on peut aussi remarquer que
AC

AB
= jZj, et que

d
(
�!
AB,
�!
AC) = Arg(Z).

b) En particulier, pour que le triangle ABC soit �equilat�eral, il faut et il su�t

qu'il soit isoc�ele en A (AB = AC) et que l'angle Â =
d

(
�!
AB,
�!
AC) vaille �π/3.

On devra donc avoir Z (d�e�ni en a)) = e±iπ/3 ; or cela revient �a dire que
Z = �j ou Z = �j2. Ainsi, si a = 1 + i et b = 2, c doit v�eri�er l'�equation

(c � 2) = �(c � (1 + i))j, de solution c1 =
2� (1 + i)j

1 + j
= �j(2 � (1 + i)j) =

3�p3 + (1�p3)i
2

, ou l'�equation (c� 2) = �(c� (1 + i))j2, de solution c2 =

2� (1 + i)j2

1 + j2
= �j2(2� (1 + i)j2) =

3 +
p

3 + (1 +
p

3)i
2

. On peut faire remarquer

que l'existence de deux solutions �etait g�eom�etriquement �evidente (C est �a l'intersection des
cercles de centres A et B, et de rayon AB).

c) Plus g�en�eralement, si le triangle ABC est �equilat�eral, c'est, dans tous les cas,
que Z = �j ou Z = �j2, donc que (c � b) = �j(c � a), ou que (c � b) =
�j2(c � a) = ��j(c � a). D�eveloppant la premi�ere relation, on obtient donc
aj + b + c(�1� j) = 0, et comme 1 + j + j2 = 0, multipliant par j, on obtient
aj2 + bj + c = 0 ; de même, la seconde relation implique a�j2 + b�j + c = 0.
R�eciproquement, partant par exemple de aj2 +bj+c = 0, on obtiendra Z = �j

si c 6= a (et alors on aura �egalement c 6= b et a 6= b); en d'autres termes,
le triangle ABC sera �equilat�eral d�es que A et B seront distincts.



Solutions et commentaires p. 2

d) Excluant le cas a = b, on vient de voir que ABC �equilat�eral () a�j2+b�j+c = 0

ou aj2 + bj + c = 0 () (a�j2 + b�j + c)(aj2 + bj + c) = 0. D�eveloppant cette
derni�ere expression (et remarquant que �j2 = j), on obtient a2 + b2 + c2 +
ab(j2 + j4) + ac(j + j2) + bc(j2 + j) = 0, et comme 1 + j2 = j2 + j4 = �1,
on en d�eduit �nalement que ABC �equilat�eral () a2 +b2 +c2 = ab+ac+bc

(si a 6= b).

2

Question de cours

Les d�e�nitions des bijections et bijections r�eciproques sont classiques (voir cha-
pitre 6, formulaire); ne pas �confondre� fonction et image : f−1 est l'application
de B dans A qui �a tout b 2 B associe l'unique ant�ec�edent de b par f, c'est-�a-dire
que f(f−1(b)) = b. La d�e�nition �o�cielle� du DLn de f est (chapitre 10) :
�l'unique polynôme P de degr�e � n (s'il existe) tel que f(x) = P(x) + xnε(x),
o�u ε est une fonction telle que lim

x→0
ε(x) = 0�. Les principaux DL �a connâ�tre

sont ceux de x 7! (1 + x)a, de x 7! ln(1 + x), et des fonctions exp, sin et cos,
ainsi peut-être que celui de Arc tg (voir le formulaire du chapitre 10).

Exercice

a) Comme on a f(x) =
p

x2 + 2x + 5 =
p

(x + 1)2 + 4 � 2, on voit que f est la
restriction �a [�1, +1[ d'une application de R dans [2, +1[, donc f est une
application.

b) Cherchons les ant�ec�edents par f de y � 2. Il s'agit des x � �1 tels que
f(x) = y, c'est-�a-dire tels que x2 + 2x + 5 = y2, donc (x + 1)2 = y2 � 4.
Comme, par hypoth�ese, x � 1 et y2 � 4, on voit qu'il existe un seul ant�ec�edent
de y, x = f−1(y) = �1 +

p
y2 � 4. Ceci montre que f est bijective, et que f−1

est la bijection de [2, +1[ vers [�1, +1[ donn�ee par f−1 : x 7! �1+
p

x2 � 4.

c) On voit facilement que f est croissante (sur [�1, +1[) (et f est de classe C∞
sur cet intervalle, par composition); comme on a f(x) = x

p
1 + 2/x + 5/x2 =

x
p

1 + u, avec u = 2/x + 5/x2 et lim
x→+∞

u = 0, on peut donc �ecrire f(x) =

x(1+u/2)+uε(u) (avec lim
u→0

ε(u) = 0), donc f(x) = x+1+5/x+(2+5/x)ε(u),

ce qui montre que lim
x→+∞

f(x)�(x+1) = 0, et donc que la droite [Y = X+1] est

asymptote oblique �a Gf (et situ�ee au dessus du graphe, puisque ε(u) < 0, mais il
faudrait calculer un DL2 pour le montrer rigoureusement). Remarque importante :
on n'oubliera pas de ne tracer que la portion du graphe correspondant au domaine de f ,
soit la partie situ�ee �a droite de x = �1

d) Le cours pr�econise l'utilisation de la forme canonique pour les radicaux du

second degr�e; on a donc I(x) =
∫x

0

(t2 + 2t + 5)1/2dt =
∫x

0

q
(t + 1)2 + 4 dt =

1

2

∫x

0

r
(t + 1)2

4
+ 1 dt ; posant T =

t + 1

2
, puis u = sh−1(T), on aboutit �a
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I(x) =
∫ sh�1((x+1)/2)

sh�1(1/2)
ch2 u du. On sait (et il faut au besoin savoir le red�emontrer)

que sh−1 x = ln(x +
p

x2 + 1), tous calculs faits, on obtient

I(x) =
x + 1

2

p
x2 + 2 x + 5 + 2 ln(x + 1 +

p
x2 + 2 x + 5)� ln 4.

Il n'�etait mat�eriellement pas possible de terminer ces calculs dans le temps imparti ; on ne
demande �a l'�el�eve que de connâ�tre la d�emarche d'int�egration, et de savoir manipuler les
fonctions hyperboliques r�eciproques.

3

Question de cours

La formule de changement de variable demand�ee (c'est-�a-dire celle de calcul d'une
int�egrale par changement de variable, comme l'exercice le laissait supposer; mais il n'�etait

pas d�efendu de demander des pr�ecisions) est
∫b

a

f(x) dx =
∫d

c

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt, o�u ϕ est

une application d�erivable de [c′, d′] vers Df (en posant c′ = min(c, d) et d′ =
max(c, d)), telle que ϕ(c) = a et ϕ(d) = b. On l'utilise souvent (mais ce n'est
pas indispensable) avec ϕ di��eomorphisme (bijection d�erivable, de bijection

r�eciproque d�erivable), sous la forme
∫b

a

f(x) dx =
∫ϕ�1(b)

ϕ�1(a)
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

Exercice

a) Il su�t de montrer que tout t > 1 (donc tel que t2 � 1 > 0) poss�ede un

ant�ec�edent unique x > �1, donc de r�esoudre
�

x + 3

x + 1

�1/2

= t ; on obtient

x = ϕ−1(t) = 3−t2

t2−1
= �1 + 2

t2−1
> �1.

b) t = ϕ(u) est un changement de variable acceptable sur ]� 1, +1], puisque

c'est un di��eomorphisme sur cet intervalle; on a donc F(x) =
∫x

0

ϕ(u) du =
∫ϕ(x)

ϕ(0)
ϕ(ϕ−1(t))(ϕ−1)′(t) dt ; comme on a (ϕ−1)′(t) =

�4t

(t2 � 1)2
, on obtient

F(x) =
∫ϕ(x)

ϕ(0)

�4t2

(t2 � 1)2
dt, qu'il est plus facile d'int�egrer par partie sous la

forme
∫b

a
t(ϕ−1)′(t) dt = tϕ−1(t)

���b
a
� ∫b

a
ϕ(t) dt ; on obtient �nalement (apr�es

la d�ecomposition en �el�ements simples
2

t2 � 1
=

1

t� 1
� 1

t + 1
) :

F(x) =
2t

t2 � 1
+ ln

�
t + 1

t� 1

� �����ϕ(x)

√
3

.

c) On sait que (1 + u)1/2 = 1 + u/2 + uε(u), avec lim
u→0

ε(u) = 0. Comme ϕ(x) =

(1 + 2/(x + 1))1/2, on peut �ecrire (quand x tend vers +1) que
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ϕ(x)� 1 =
1

x + 1
(1 + 2ε((x + 1)−1), ce qui montre (par d�e�nition des fonctions

�equivalentes) que ϕ(x)� 1 �
+∞

1

x + 1
, et donc que ϕ(x)� 1 �

+∞
1

x
.

3a

Exercice

a) On peut remarquer que
p

x2 + 1 >
p

x2 = jxj � �x, et donc que 8x 2 R,
f(x) > 0. Ce contrôle est indispensable compte tenu de la d�e�nition de f (de son ensemble
d'arriv�ee, pour être exact) : une erreur grave serait de se contenter de remarquer que
x2 + 1 > 0, et donc que f(x) �existe�.

b) Pour montrer que f est bijective et d�eterminer f−1(y),, il su�t (appliquant les
d�e�nitions), de r�esoudre l'�equation x+

p
x2 + 1 = y (et de montrer qu'elle admet

une solution unique pour tout y > 0). Or elle implique x2 + 1 = y2 + x2� 2yx,

donc x =
y2 � 1

2y
, et r�eciproquement cette solution convient.

c) On remarque que f � g(t) = f(g(t)) = sh t +
p

sh2 t + 1 = sh t + ch t = et,
ce qui montre que f � g est une bijection de R vers R+ ; comme on sait que g

est bijective (et que g−1(u) = sh−1(u) = ln(u +
p

u2 + 1)), on en d�eduit que
f = exp �g−1 est �egalement bijective.

d) Le changement de variable u = ϕ(t) = g(t), fortement sugg�er�e par l'�enonc�e,

aboutit �a
∫x

0
f(u) du =

∫g�1(x)
0

g′(t)(f � g)(t) dt =
∫ln(x+

p
x2+1)

0
(ch t)et dt, soit∫x

0

f(u) du =
e2t + 2t

4

iln(x+
p

x2+1)

0
=

2 ln(x +
p

x2 + 1) + 2x2 + 2x
p

x2 + 1

4
.

4

Question de cours

f est une bijection de A vers B si f est une application (une fonction partout
d�e�nie) telle qu'�a tout �el�ement b de B correspond un ant�ec�edent unique par
f (c'est-�a-dire que 8b 2 B, 9!a 2 A, f(a) = b). L'application qui �a b associe
cet ant�ec�edent s'appelle la bijection r�eciproque de f et se note f−1, on a donc
(pour tout a 2 A et b 2 B) b = f(a) () a = f−1(b). Une application d'un
sous-ensemble I de R (g�en�eralement, I est un intervalle non r�eduit �a un point)

vers R est dite d�erivable si, en tout point a de I, la limite lim
x→a

f(x)� f(a)
x� a

existe et appartient �a R (cette limite, f′(a), s'appelle le nombre d�eriv�e en a).
Si f est bijective, d�erivable en a, et si f′(a) 6= 0, la bijection r�ecipoque g = f−1

est d�erivable en b = f(a), et l'on a g′(b) =
1

f′(a)
, ce qui montre que sur l'image

par f d'un intervalle o�u f′ ne s'annule pas, (f−1)′ =
1

f′ � f−1
.
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Exercice

a) f est une application, puisque x � 0 ) x/(1 +
p

x) � 0 ; r�esolvons (dans R+)
l'�equation f(x) = y ; on a, posant X =

p
x, X2 � Xy � y = 0 ; pour y � 0,

cette �equation du second degr�e poss�ede deux racines, de produit �y � 0, ce
qui montre qu'elle admet exactement une racine positive, donc f est bijective;

et plus pr�ecis�ement, f−1(y) =
(y +

p
y2 + 4y)2

4
.

b) En tout point x > 0, f est d�erivable, comme quotient de fonctions d�erivables.
En 0, on a f(x)� f(0) = f(x), et comme lim

x→0
f(x)/x = 1, f est d�erivable sur tout

R+, et f′(x) =
x + 2

p
x)

2
p

x(1 +
p

x)2
pour x > 0, et f′(0) = 1. Un calcul direct donne

f′′(x) =
�3

4(1 +
p

x)2
p

x
+

1

2(1 +
p

x)3
pour tout x > 0, ce qui laisse supposer

que f′′(0) n'existe pas; de fait, comme lim
x→0

f′′(x) = �1, une application soign�ee

du th�eor�eme des accroissements �nis (�a f′, sur l'intervalle [0, x]) montre que
lim
x→0

(f′(x)�f′(0))/x = �1. f est donc (sur R+) de classe C1, mais non de classe

D2. Comme f′(x) ne s'annule jamais sur R+, on sait que f−1 est �egalement
d�erivable sur R+.

c) On a, posant u2 = t,
∫x

0

f(t) dt =
∫√x

0

2u3

1 + u
du =

∫√x

0

(2u2 � 2u + 2 � 2

1 + u
) du = 2x3/2/3 � x + 2

p
x � 2 ln(1 +

p
x). Plus

g�en�eralement, In =
∫1

0

�
xn

1 +
p

x

�
dx =

∫1

0

�
2t2n+1

1 + t

�
dt (en posant t2 = x),

donc, remarquant que (formule des suites g�eom�etriques)
tN + 1

t + 1
= tN−1 �

tN−2 + tN−3� � � �+ (�1)N, on obtient In =
2

2n + 1
� 2

2n
+

2

2n� 1
� � � � � 1 +

2� 2 ln(2).

4a

Exercice

a) La justi�cation de ce que f est une application est ici triviale (ce qui ne doit pas
empêcher de l'�enoncer clairement. . . ) ; f est d�erivable sur ]0, +1[ (comme compos�ee
de fonctions d�erivables), mais cet argument ne su�t pas en 0; il faut revenir �a la

d�e�nition de la d�eriv�ee, ce qui am�ene ici �a calculer lim
x→0+

f(x)
x

= 1/(1+
p

x) = 1 ;

cette limite �etant �nie, f est d�erivable (�a droite) en 0.

b) On obtient ais�ement X = f−1(x) = (x +
p

x2 + 4x)2/4

(en posant X = x(1 +
p

X), puis t =
p

X).

c) Il ne s'agit l�a que du calcul d'int�egrales �classiques� : posant u =
p

t, et
d�ecomposant en �el�ements simples sans oublier la partie principale, on obtient

∫x

0

f(t) dt =
∫√x

0

2u3

1 + u
du =

2u3

3
� u2 + 2u� 2 ln(1 + u)

i√x

0

=
2x
p

x

3
� x + 2

p
x� 2 ln(1 +

p
x)
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et
∫x

0

f2(t) dt =
∫√x

0

2u5

(1 + u)2
du = 2

∫√x

0

u3 � 2u2 + 3u� 4 +
5(1 + u)� 1

(1 + u)2
du

=
x2

2
� 4x

p
x

3
+ 3x� 8

p
x + 10 ln(1 +

p
x) +

2

(1 +
p

x)2
.

5

Question de cours

Les fonctions Arc sin, Arc cos et Arc tan sont les bijections r�eciproques de restrictions conve-
nables des fonctions sin, cos, et tan. Mais il est sans doute plus conforme �a l'esprit de ces
questions de cours, ainsi qu'�a l'utilisation du cours pour l'exercice qui suit, d'en donner les
d�e�nitions sur le mod�ele suivant (voir chapitre 5) :
α = Arc cos x () �1 � x � 1, 0 � α � π, et cos α = x.
On dit que la droite d'�equation [Y = aX + b] est asymptote au graphe de f en
+1 si la distance MP(x) (o�u M et P sont respectivement les points du graphe
et de la droite, d'abscisse x) tend vers 0 quand x tend vers +1, c'est-�a-dire si

lim
x→+∞

f(x)� ax� b = 0.

Exercice

a) 1) On sait que la fonction x 7! Arc tan x est d�erivable, de d�eriv�ee x 7! 1/(1+x2).
Appliquant le th�eor�eme de d�erivation des fonctions compos�ees, on en d�eduit que,
sur ]0, +1[, la fonction x 7! Arc tan (1/x) est elle aussi d�erivable, de d�eriv�ee
x 7! 1/(1+(1/x)2)�(1/x)′ = �1/(1+x2). Ainsi, sur l'intervalle R∗

+, la fonction
θ est d�erivable, de d�eriv�ee nulle, ce qui montre qu'elle est constante.
2) On sait que α = Arc tan x () tan α = x et �π/2 < α < π/2 ; de
même, posons β = Arc tan (1/x); on aura donc tan β = 1/x, et si x > 0,
on aura 0 < α < π/2, 0 < β < π/2. Calculons alors cos θ(x) = cos(α + β) =
cos α cos β � sin α sin β. On sait que cos2 α = 1/(1 + tan2 α) = 1/(1 + x2),
et donc que cos2 β = 1/(1 + 1/x2); compte tenu des encadrements de α et β,
on a cos α > 0, par exemple, et donc cos α = (1 + x2)−1/2 et cos β = x cos α.
De même, on a sin2 α = 1 � cos2 α = cos2 β, sin2 β = cos2 α et sin α > 0 ;
en d�e�nitive, on obtient donc cos θ(x) = 0, et comme 0 < θ(x) = α + β < π,
on voit directement que, pour tout x 2 R∗

+, θ(x) = π/2.

b) f est paire (comme produit de fonctions impaires), de classe C∞ ; on a, sur
]0, +1[, f′(x) = Arc tan x +

x

1 + x2
> 0 ; f est donc strictement croissante sur

]0, +1[. On a le DLn de Arc tan suivant : Arc tan x = x � x3/3 + x5/5 �
� � � + (�1)nx2n+1/(2n + 1) + o(x2n+2). Or on a vu en a) que (pour x > 0)
Arc tan (1/x) = π/2 � Arc tan x ; on a donc, posant X = 1/x, Arc tan (X) =
π/2� (x�x2ε(x)), avec lim

x→0
ε(x) = lim

X→+∞
ε(1/X) = 0. Rempla�cant, on obtient

f(X) = πX/2 � 1 + (1/X)ε(1/X), donc lim
X→+∞

(f(X) � πX/2 + 1) = 0, ce qui

montre que la droite �, d'�equation [Y = πX/2 � 1], est asymptote oblique
au graphe Gf. Plus pr�ecis�ement (en prenant un DL3), le même calcul montre
que f(X) = πX/2 � 1 + 1/3X2 + 1/X3ε1(1/X), et donc que f(X) � πX/2 + 1 =
1/(3X2)(1 + ε1(1/X)/3X). Quand X tend vers +1, comme lim

x→0
xε1(x)/3 = 0,
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la d�e�nition de Cauchy (en prenant ε = 1/2) implique qu'il existe un A = 1/α

tel que, pour tout x, 0 < x < α () X > A ) (1 + ε1(1/X)/3X) > 1/2,
ce qui montre que, pour X > A, le graphe Gf est au-dessus de l'asymptote �.

c) Par int�egration par parties, on trouve I =
∫x

0

tArc tan t dt =
t2Arc tan t

2

���x
0
�

∫x

0

t2

2(1 + t2)
dt =

x2

2(1 + x2)
� 1

2

∫x

0

(1� 1

1 + t2
)dt =

x2

2(1 + x2)
� x

2
+

Arc tan x

2
.

6

Question de cours

Soit A(n) une propri�et�e de l'entier n que l'on veut d�emontrer par r�ecurrence.
Une d�emonstration par r�ecurrence simple de A consiste �a montrer que A(0)
est vraie (�base� de la r�ecurrence), puis que si A est vraie pour un entier k

quelconque, elle est encore vraie pour l'entier suivant k + 1 : 8k 2 N, A(k) )
A(k+1) (on dit que A est h�er�editaire). (La pr�esentation : 8k 2N�, A(k�1)) A(k),
plus pratique �a l'oral, s'applique particuli�erement bien dans le cadre de l'exercice propos�e
ici). Une d�emonstration par r�ecurrence cumulative de A consiste �a montrer que
A(0) est vraie, puis que si A est vraie pour tous les entiers pr�ec�edant k+1, elle
est encore vraie pour k + 1 : 8k 2 N, (8j 2 N, 0 � j � k) A(j))) A(k + 1).

Exercice

a) On sait (th�eor�eme de composition des limites) que lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

un−1.
Rempla�cant dans l'�equation de r�ecurrence d�e�nissant un, on voit que, si un

converge vers `, on aura ` = ( lim
n→+∞

n
2(n+1) )` + 1, donc ` = `/2 + 1) ` = 2.

b) Montrons par r�ecurrence (simple) que 8n 2 N, A(n) : un � 2n + 4

n + 3
est vraie.

C'est �evidemment vrai pour n = 0, puisque u0 = 1 � 4/3 ; supposons, pour un

certain k � 1 (hypoth�ese de r�ecurrence), que A(k� 1) : uk−1 � 2(k� 1) + 4

(k� 1) + 3
=

2k + 2

k + 2
, on aura uk =

k

2k + 2
uk−1 + 1 � 2k + 2

k + 2

k

2k + 2
+ 1 =

2k + 2

k + 2
; or,

pour k > 0, on a
2k + 2

k + 2
<

2k + 4

k + 3
, puisque (2k + 2)(k + 3) = 2k2 + 8k + 6 <

2k2 + 8k + 8 = (2k + 4)(k + 2); A(k) est donc vraie, et, par r�ecurrence, A(n)
est vraie pour tout n (on pouvait remarquer que cela prouvait en fait un <

2n + 4

n + 3
. . . )

c) Comme, pour tout n, (2n + 4)/(n + 3) < 2, on vient de montrer que la suite

un est major�ee. On a de plus (pour n > 0) un � un−1 = 1� n + 2

2n + 2
un−1 � 0

(puisque un−1 � 2n + 2

n + 2
), ce qui montre que (un) est croissante. La suite

(un), �etant croissante major�ee, converge donc (d'apr�es le th�eor�eme de la borne
sup�erieure), et on a vu en a) qu'elle a pour limite ` = 2.

d) Montrons par r�ecurrence la formule donn�ee dans l'�enonc�e : pour n = 0, on a bien

u0 = 1 =
1

20(0 + 1)

 
0∑

k=0

(k + 1)2k

!
. Supposons que cette formule soit vraie
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pour n�1 (avec n �x�e � 1), donc que un−1 =
1

n2n−1

 
n−1∑

k=0

(k + 1)2k

!
; on aura

donc un = 1+
n

2n + 2

1

n2n−1

 
n−1∑

k=0

(k + 1)2k

!
=

1

(n + 1)2n

 
n−1∑

k=0

(k + 1)2k

!
+

(n + 1)2n

(n + 1)2n
; donc la formule est encore vraie pour n, et, par r�ecurrence, elle est

toujours vraie. On sait que lim
n→+∞

un = 2 donc que lim
n→+∞

�
n∑

k=0

(k + 1)2k

�
(n + 1)2n+1

=

1 ; par d�e�nition (puisque aucune de ces deux suites ne s'annule), cela entrâ�ne

que
�

n∑
k=0

(k + 1)2k

�
�

+∞
(n + 1)2n+1 �

+∞
n2n+1.

6a

Exercice

a) On sait (th�eor�eme de composition des limites) que lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

un−1.
Rempla�cant dans l'�equation de r�ecurrence d�e�nissant un, on voit que, si un

converge vers `, on aura ` = ( lim
n→+∞

n
2n+1 )` + 1, donc ` = `/2 + 1) ` = 2.

b) Montrons par r�ecurrence (simple) que 8n 2 N, A(n) : un � 2n + 3

n + 2
est vraie.

C'est �evidemment vrai pour n = 0, puisque u0 = 1 � 3/2 ; supposons, pour un

certain k � 1 (hypoth�ese de r�ecurrence), que A(k� 1) : uk−1 � 2(k� 1) + 3

(k� 1) + 2
=

2k + 1

k + 1
, on aura uk =

k

2k + 1
uk−1 + 1 � 2k + 1

k + 1

k

2k + 1
+ 1 =

2k + 1

k + 1
; or,

pour k > 0, on a
2k + 1

k + 1
<

2k + 3

k + 2
, puisque (2k + 1)(k + 2) = 2k2 + 5k + 2 <

2k2 + 5k + 3 = (2k + 3)(k + 1); A(k) est donc vraie, et, par r�ecurrence, A(n)
est vraie pour tout n (on pouvait remarquer que cela prouvait en fait un <

2n + 3

n + 2
. . . )

c) Comme, pour tout n, (2n + 3)/(n + 2) < 2, on vient de montrer que la suite

un est major�ee. On a de plus (pour n > 0) un � un−1 = 1� n + 1

2n + 1
un−1 � 0

(puisque un−1 � 2n + 1

n + 1
), ce qui montre que (un) est croissante. La suite

(un), �etant croissante major�ee, converge donc (d'apr�es le th�eor�eme de la borne
sup�erieure), et on a vu en a) qu'elle a pour limite ` = 2.

d) Montrons par r�ecurrence la formule donn�ee dans l'�enonc�e : pour n = 0, on a bien

u0 = 1 =
20(0!)

1!

 
0∑

k=0

(2k + 1)!
2k(k!)2

!
(puisque 0! = 1). Supposons que cette for-

mule soit vraie pour n� 1, donc que un−1 =
2n−1(n� 1)!2

(2n� 1)!

 
n−1∑

k=0

(2k + 1)!
2k(k!)2

!
;
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on aura donc

un = 1 +
n

2n + 1

2n−1((n� 1)!)2

(2n� 1)!

 
n−1∑

k=0

(2k + 1)!
2k(k!)2

!
= 1 +

2n2

2n(2n + 1)
2n−1((n� 1)!)2

(2n� 1)!

 
n−1∑

k=0

(2k + 1)!
2k(k!)2

!
=

2n(n!)2

(2n + 1)!

 
n−1∑

k=0

(2k + 1)!
2k(k!)2

!
+

2n(n!)2

(2n + 1)!
� (2n + 1)!

2n(n!)2
;

donc la formule est encore vraie pour n, et, par r�ecurrence, elle est toujours
vraie.

7

Question de cours

Soit A(n) une propri�et�e de l'entier n. Une d�emonstration de A par r�ecurrence
(simple) consiste �a montrer que A(0) (ou, plus g�en�eralement, A(n0)) est vraie
(�base� de la r�ecurrence), puis que si A est vraie pour un entier k quelconque,
elle est encore vraie pour l'entier suivant k + 1 : 8k 2 N, k � n0, A(k) )
A(k + 1) (on dit que A est h�er�editaire). Alors, par r�ecurrence, A(n) est vraie
pour tout n � n0.

On note
�

n

p

�
le nombre

n(n� 1)� � � � � (n� p + 1)
p(p� 1)� � � � � 1

=
n!

p!(n� p)!
; on appelle

ces nombres les coe�cients du binôme, car ils interviennent dans la formule

de Newton (formule du binôme) : (x + y)n =
n∑

k=0

�
n

k

�
xkyn−k. On montre

facilement la propri�et�e de sym�etrie
�

n

p

�
=
�

n

n� p

�
; il est un peu plus d�elicat

d'obtenir la relation de r�ecurrence
�

n

p

�
+
�

n

p + 1

�
=
�

n + 1

p + 1

�
, pour laquelle

il est commode d'utiliser la convention
�

n

p

�
= 0 si p > n.

Exercice

a) 1) Montrons par r�ecurrence que A(n) : sn =
n∑

k=0

k

�
n

k

�
= n2n−1 pour tout

n � 1 ; A(1) : 1 �
�

1

1

�
= 1 � 20 est �evidemment vraie, puisque

�
1

1

�
= 1 ;

supposons que sK = K2K−1 pour un K �x�e � 1. On aura alors sK+1 � sK =

sK+1 � K2K−1 =
K+1∑
k=0

k

�
K + 1

k

�
� K∑

k=0

k

�
K

k

�
=

[Cet exercice est un bon exemple du rôle de la pr�eparation �ecrite. Il devenait vite clair
que la d�emonstration par r�ecurrence �etait tr�es d�elicate; il convenait donc de pr�eparer
soigneusement la suite de l'exercice, puis, au tableau, d'exposer le sch�ema de la r�ecurrence,
d'avouer qu'on n'avait su la mener �a son terme, mais que la suite de l'exercice avait �et�e
faite. . . ]

= K+1+
K∑

k=1

k(
�

K + 1

k

�
�
�

K

k

�
) = K+1+

K∑
k=1

k

�
K

k� 1

�
= K+1+

K−1∑
k=0

(k+1)
�

K

k

�
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(par d�ecalage), donc sK+1 � sK = K + 1 +
K−1∑
k=0

k

�
K

k

�
+

K−1∑
k=0

�
K

k

�
= K + 1 +

sK �K + 2K � 1 (en utilisant la formule du binôme pour cette derni�ere somme,
�ecrite sous la forme (1+1)K). Finalement, on a donc la relation sK+1 = 2sK+2K,
et la r�ecurrence devient facile, en e�et (par hypoth�ese) sK+1 = 2K2K−1 + 2K =
(K + 1)2K ; la propri�et�e est donc h�er�editaire.

2) Plus simplement, on remarque (par changement d'indice) que sn =
n∑

k=0

(n�
k)
�

n

n� k

�
=

n∑
k=0

(n � k)
�

n

k

�
=

n∑
k=0

(n � k)
�

n

k

�
� n∑

k=0

k

�
n

k

�
= n2n � sn,

donc que l'on a bien sn = n2n−1 !
[Ce qui con�rme la remarque pr�ec�edente; il �etait en particulier essentiel de ne pas se
d�ecourager en voyant que les calculs de a) n'aboutissaient pas.]

b) On sait (formule du binôme) que S(x) = (1 + x)n =
n∑

k=0

�
n

k

�
xk ; d�erivant,

on obtient donc S′(x) = n(1 + x)n−1 =
n∑

k=0

�
n

k

�
kxk−1.

c) Prenant x = 1 dans cette derni�ere formule, on retrouve bien S′(1) = n2n−1 =
n∑

k=0

k

�
n

k

�
= sn. De même, prenant cette fois une primitive de S(x) (par

exemple celle valant 1 en 0), on trouve
(1 + x)n+1

n + 1
=

n∑

k=0

�
n

k

�
xk+1

k + 1
, et donc,

avec x = 1,

n∑

k=0

�
n

k

�
k + 1

=
2n+1

n + 1
.

8

Question de cours

Soit A(n) une propri�et�e de l'entier n. Une d�emonstration de A par r�ecurrence
(simple) consiste �a montrer que A(0) (ou, plus g�en�eralement, A(n0)) est vraie
(�base� de la r�ecurrence), puis que si A est vraie pour un entier k quelconque,
elle est encore vraie pour l'entier suivant k + 1 : 8k 2 N, k � n0, A(k) )
A(k + 1) (on dit que A est h�er�editaire). Alors, par r�ecurrence, A(n) est vraie
pour tout n � n0.
La formule du binôme dit que (pour tous les x et y complexes) (x + y)n =

n∑
k=0

�
n

k

�
xkyn−k, avec

�
n

k

�
=

n!
k!(n� k)!

.

Soit a et b deux entiers relatifs (avec a 6= 0). On dit que b est divisible par a

(ou que a divise b) s'il existe un entier relatif k tel que b = ka.
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Exercice

a) Il est clair que 7 divise A0 = 50 � 20 = 0 (puisque 7 � 0 = 0). Supposons
(hypoth�ese de r�ecurrence) que 7 divise Ak = 56k � 23k, c'est-�a-dire que 56k �
23k = 7d. On aura alors Ak+1 = 56k+6 � 23k+3 = 56Ak + 5623k � 23k+3 =
56Ak � 23k(56 � 8) = 7(56d� 23k � 2231), puisque 56 � 8 = 15617 = 7� 2231.
Ainsi, la propri�et�e est h�er�editaire, et donc, par r�ecurrence, toujours vraie.

b) Remarquant que 5 = 7 � 2, et utilisant la formule du binôme, on voit que

An = (7�2)6n�23n = �23n +
6n∑

k=0

�
6n

k

�
7k26n−k = 7(

6n∑
k=1

�
6n

k

�
7k−126n−k)+

26n � 23n ; il su�t donc de montrer que 23n � 1 est toujours divisible par 7.

Or, d'apr�es la formule des suites g�eom�etriques, on a 8n � 1 = (8 � 1)
n−1∑
k=0

8k,

ce qui termine la d�emonstration.

c) Plus g�en�eralement, appliquant la formule des suites g�eom�etriques (sous la forme

xn � 1 = (x � 1)
n−1∑
k=0

xk, pour n � 1) �a x = a/b, on obtient (pour b 6=
0) bn((a/b)n � 1) = b((a/b) � 1)bn−1

n−1∑
k=0

(a/b)k, donc an � bn = (a �
b)

n−1∑
k=0

akbn−1−k (ce qu'on pouvait aussi contrôler en d�eveloppant l'expres-

sion propos�ee); on en d�eduit donc, en posant a = 56 et b = 23, que An =

15617
n−1∑
i=0

56n−6i−623i, ce qui montre que An est divisible par 7 (ainsi que par

2231 = 23� 97).

9

Question de cours

Soit un une suite v�eri�ant la relation de r�ecurrence un+2 = aun+1 + bun

(dite relation de r�ecurrence lin�eaire �a deux termes). On voit ais�ement par
substitution que les suites g�eom�etriques vn = Akn (avec k 6= 0) v�eri�ant la
même relation sont celles pour lesquelles k satisfait l'�equation caract�eristique
k2 = ak + b. Si cette �equation poss�ede deux racines (r�eelles ou complexes)
distinctes k1 et k2, on montre (par r�ecurrence) que la suite un est combinaison
lin�eaire des suites g�eom�etriques correspondantes, c'est-�a-dire que un est donn�ee
par la formule explicite un = Akn

1 + Bkn
2 , o�u A et B sont des constantes ne

d�ependant que de u0 et u1. Si l'�equation caract�eristique admet la racine double
k0 = a/2 (et donc, si a2 = �4b), un est donn�ee par un = (An + B)kn

0 .
Soit A(n) une propri�et�e de l'entier n. Une d�emonstration de A par r�ecurrence
(simple) consiste �a montrer que A(0) (ou, plus g�en�eralement, A(n0)) est vraie
(�base� de la r�ecurrence), puis que si A est vraie pour un entier k quel-
conque, elle est encore vraie pour l'entier suivant k + 1 : 8k 2 N, k � n0,
A(k) ) A(k + 1) (on dit que A est h�er�editaire). Alors, par r�ecurrence, A(n)
est vraie pour tout n � n0.
Les formules d'Euler d�e�nissent les fonctions trigonom�etriques �a l'aide de l'ex-

ponentielle complexe : cos x =
eix + e−ix

2
; sin x =

eix � e−ix

2i
. La formule de
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Moivre utilise la relation cos x + i sin x = eix, d�e�nissant l'exponentielle com-
plexe, pour obtenir (cos x + i sin x)n = cos nx + i sin nx.

Exercice

[Il fallait d'abord, bien �evidemment, faire remarquer que, pour 0 < θ < π, on avait sin θ > 0,
et que les formules de l'�enonc�e �etaient donc toutes d�e�nies.]

a) Choisissons comme propri�et�e �a d�emontrer A(n) : un =
sin(n + 1)θ

sin θ
et un+1 =

sin(n + 2)θ
sin θ

. On a A(0), car u0 = 1 =
sin θ

sin θ
, et u1 = 2 cos θ =

sin 2θ

sin θ
(d'apr�es

les formules de duplication). Montrons que A est h�er�editaire : il su�t donc

de v�eri�er que si uk =
sin(k + 1)θ

sin θ
et si uk+1 =

sin(k + 2)θ
sin θ

, on aura bien

uk+2 =
sin(k + 3)θ

sin θ
. Rempla�cant dans la relation de r�ecurrence d�e�nissant un,

cela revient �a montrer que sin(k + 2)θ = 2 cos θ sin(k + 1)θ� sin θ. Or, on sait
que sin p + sin q = 2 sin

p + q

2
cos

p� q

2
; on a donc bien le r�esultat cherch�e,

en prenant p = (k + 2)θ et q = θ.

b) Utilisant les r�esultats rappel�es dans la question de cours, on voit qu'on doit
d'abord r�esoudre l'�equation caract�eristique k2 � (2 cos θ)k + 1 = 0, c'est-�a-dire
(k�cos θ)2 +sin2 θ ; on obtient donc k1 = eiθ et k2 = e−iθ ; comme 0 < θ < pi,
k1 6= k2. Ainsi, on aura un = Aeinθ + Be−inθ ; or u0 = 1 ) A + B = 1,

et u1 = 2 cos θ ) Aeiθ + Be−iθ = 2 cos θ, donc A =
1� i cos θ

sin θ
et B =

1 + i cos θ

sin θ
; rempla�cant (et utilisant les formules d'Euler), on obtient �nalement

un = cos nθ +
cos θ sin nθ

sin θ
, et comme sin(nθ + θ) = sin t cos nθ + sin nθ cos θ,

on retrouve la formule obtenue en a).

c) Le r�esultat demand�e peut s'obtenir par une r�ecurrence imm�ediate, les Pn satis-
faisant les relations P0 = 1, P1 = 2X et Pn+2 = 2XPn+1 � Pn. Mais l'�enonc�e
demandait plutôt une d�emonstration directe : sachant (formule de Moivre)
que sin nθ = Im((cos θ + i sin θ)n), et posant X = cos θ, on a

sin nθ =
∑

p impair
0≤p≤n

�
n

p

�
Xn−pip−1 sinp θ

= (sin θ)
E(n/2)∑

k=0

(�1)k

�
n

2k + 1

�
Xn−2k−1(sin2 θ)k,

et comme sin2 θ = 1 � X2, on en d�eduit le r�esultat cherch�e : un = Pn(cos θ),

avec Pn(X) =
E((n+1)/2)∑

k=0

�
n + 1

2k + 1

�
Xn−2k(X2 � 1)k.
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10

Question de cours

Une suite u = (un) est monotone si elle est croissante (8n 2 N, un+1 � un)
ou d�ecroissante (8n 2 N, un+1 � un). Si une suite u est croissante, elle
converge (vers sa borne sup�erieure) si, et seulement si, elle est major�ee (9M,
8n 2 N, un � M), et sinon, lim u = +1 ; de même, si u est d�ecroissante,
elle converge (vers sa borne inf�erieure) si, et seulement si, elle est minor�ee (9m,
8n 2 N, un � m), et sinon, lim u = �1. On a la repr�esentation graphique
suivante d'une suite d�e�nie par it�eration (un+1 = f(un)) :

xO

y

(Gf)

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

......................

................

...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ........................
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
...................
................

........................................................................................................................... ................

...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

u0 u1u2 � � �

......................................................................................................................................................................................................... ................

.............................................................................................................................................

................................................ ................

Exercice

a)

xO

y

(Gf)

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

........

......................

................

...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ........................
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
......................
................

...................................................................................................................................................................................................... ................

...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
.

..............
................

.................
...................

..................
....................

.....................
......................

......................
........................

.........................
..........................

...........................
.............................

.............................
..............................

................................
......................

u0 u1 u2 � � �

............................................................................................................................................. ................

........................................................................... ................
..................................... ................

(on peut constater sur ce graphique que les r�esultats des trois premi�eres ques-
tions restent vrais même si �1 < u0 < 0).

b) Montrons d'abord par r�ecurrence que 8n 2 N, 0 < un < 1 : la propri�et�e est
vraie (par hypoth�ese) pour u0 ; si 0 < uk < 1, on aura 1/2 < (1 + uk)/2 < 1,
donc 0 <

p
2/2 < uk+1 < 1. Pour tout x 2 ]0, 1[, on a 2x2 � 1 � x < 0

(puisque les racines de ce trinôme sont �1/2 et 1); on en d�eduit donc que
x < ((1 + x)/2)1/2, et en particulier que un < ((1 + un)/2)1/2 = un+1 ; la suite
(un) est donc strictement croissante.

c) La suite (un), �etant croissante et major�ee (par 1), converge vers une limite

(�nie) ` ; on sait (par continuit�e de la fonction f : x 7!
r

1 + x

2
), que f(`) = `
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(th�eor�eme du point �xe), et que 0 < ` � 1 ; comme l'�equation x =
r

1 + x

2
n'a

que la solution x = 1, on voit que lim un = 1.

d) Posons θn = Arc cos un ; on a donc cos θn = un, et 0 < θn < π/2. Comme
2u2

n+1 � 1 = un, et que cos 2θn+1 = 2 cos2 θn+1 � 1, on voit que cos 2θn+1 =
cos θn. Or 2θn+1 et θn appartiennent �a l'intervalle ]0, π[ ; ayant le même cosi-
nus, ils sont donc �egaux. Ainsi, θn+1 = θn/2, et, la suite θn �etant g�eom�etrique,

on a θn = θ0/2n =
Arc cos u0

2n
. Ainsi, un = cos θn = cos 2θn+1 = 1�2 sin2 θn,

donc 1 � un = 2 sin2 θn. Or lim θn = 0, donc sin θn� θn. On obtient ainsi,
�nalement :

`� un� 2θ2
n =

(Arc cos u0)2

22n−1
.

11

Question de cours

Si f et g sont d�erivables jusqu'�a l'ordre n en a, il en est de même de f � g,
et l'on a, en notant f(k) la d�eriv�ee k�eme de f, la formule de Leibniz :

(fg)(n)(a) =
n∑

k=0

�
n

k

�
f(k)(a)g(n−k)(a),

avec la convention f(0) = f.
On dit que P est le d�eveloppement limit�e de f �a l'ordre n en 0 si P est un
polynôme de degr�e � n, et si l'on peut �ecrire f(x) = P(x) + xnε(x), avec
lim
x→0

ε(x) = 0.
Si f est d�erivable jusqu'�a l'ordre n+1 au voisinage de 0, f admet un DLn donn�e
par la formule de Taylor-Young :

f(x) =
n∑

k=0

f(k)(0)
k!

xk + xnε(x).

Exercice

a) fn(x) = xn−1 ln(1+x) = g(x)h(x) ; g
(k)
n (x) =

( (n� 1)!
(n� 1� k)!

xn−1−k si k < n

0 si k � n

et h(k)(x) =
(�1)k−1(k� 1)!

(1 + x)k
(si k � 1) ; d'apr�es la formule de Leibniz, et pour

tout x > �1, f
(n)
n (x) =

n∑
k=0

�
n

k

�
g

(k)
n (x)h(n−k)(x) =

n−1∑
k=0

�
n

k

�
g

(k)
n (x)h(n−k)(x)

(puisque le dernier terme de la somme est nul), et donc

f(n)
n (x) =

n−1∑

k=0

�
n

k

�
(n� 1)!

(n� 1� k)!
xn−1−k (�1)n−k−1(n� k� 1)!

(1 + x)n−k

=
�(n� 1)!

x

n−1∑

k=0

�
n

k

�
(�1)n−kxn−k

(1 + x)n−k
(si x 6= 0);
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comme on sait que (1 + X)n =
n∑

k=0

�
n

k

�
Xn−k = 1 +

n−1∑
k=0

�
n

k

�
Xn−k, on en

d�eduit, en posant X =
�x

1 + x
, que f

(n)
n (x) =

�(n� 1)!
x

((1 + X)n � 1) et donc

que 8x 2 ]�1, +1[� f0g, f
(n)
n (x) =

(n� 1)!
x

(1� (1 + x)−n).

b) fn �etant de classe C∞ (comme produit de fonctions C∞), on a donc f
(n)
n (0) =

lim
x→0

(n� 1)!
x

(1 � (1 + x)−n); comme on a (1 + x)−n = 1 � nx + xε(x), avec

lim
x→0

ε(x) = 0, on voit que f
(n)
n (0) = lim

x→0
n! + ε(x) = n!.

c) On sait que ln(1+x) =
j∑

k=1

(�1)k+1xk

k
+xjε(x), on en d�eduit donc que fn(x) =

j∑

k=1

(�1)k+1xn−1+k

k
+ xn−1+jε(x).

d) Et comme on sait, d'apr�es la formule de Young, que le coe�cient de xp du DLn

de f est f(p)(0)/p! (pour n � p), on en d�eduit �nalement (par unicit�e des DL)

que f(k)
n (0) =

�
0 si k < n
(−1)n+kk!

k−n si k � n
.

12

Question de cours

Si f est d�erivable en a et si g est d�erivable en f(a), g�f est d�erivable en a et l'on
a (formule de d�erivabilit�e des fonctions compos�ees) (g � f)′(a) = f′(a)g′(f(a)).
Si f est continue sur un intervalle contenant a et b, elle admet des primitives
sur cet intervalle; notant F une de ces primitives (donc telle que F′(x) = f(x)),
on appelle int�egrale d�e�nie de f entre a et b, et l'on note

∫b

a
f(x) dx, le nombre

F(b)� F(a).

Exercice

a) Notant ϕ une primitive de f, on a (pour tout x � 0) F(x) = ϕ(x) + ϕ(1/x) �
2ϕ(0); F est donc d�erivable (en tant que somme de compos�ees de fonctions
d�erivables) et F′(x) = f(x) � 1/x2f(1/x); d'apr�es les hypoth�eses faites sur f,
on a donc F′(x) = 0, ce qui montre que F est constante sur ]0, +1[.

b) h′(x) = Arc tan x +
x

1 + x2
, ce qui montre que h est croissante sur ]0, +1[

(c'est d'ailleurs vrai pour tout produit de fonctions croissantes positives). On
a lim

x→+∞
h(x)/x = π/2, la courbe admet donc la direction asymptotique [Y =

πX/2] ; calculons lim
x→+∞

h(x) � πx/2 ; posant X = 1/x, cela revient �a calculer

lim
X→0

Arc tan (1/X)� π/2

X
. Posons f(x) = 1/(1 + x2); on v�eri�e ais�ement que

f(1/x) = x2f(x), et donc que F(x) = Arc tan x + Arc tan (1/x) est constante,
ce qui montre que, pour tout x > 0, on a Arc tan x + Arc tan (1/x) = 2F(1) =

π/2. Ainsi, la limite cherch�ee est lim
X→0

�Arc tan (X)
X

= �1 (par d�e�nition du
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nombre d�eriv�e), et �nalement le graphe de h admet (en +1) une asymptote

oblique d'�equation Y = πX/2�1. Calculons H(x) =
∫x

0

h(u) du ; par int�egration

par parties, on a H(x) = u2Arc tan (u)/2
���x
0
�

∫x

0

u2

2(1 + u2)
du ; cette derni�ere

int�egrale vaut
∫x

0

u2 + 1� 1

2(1 + u2)
du = (x�Arc tan x)/2, et l'on obtient donc H(x) =

((x2 + 1)Arc tan x� x)/2.

12a

Exercice

a) Notant G une primitive de g : t 7! Arc sin
p

t et H une primitive de h : t 7!
Arc cos

p
t, on a f(x) = G(sin2 x)+H(cos2 x)�G(0)�H(0); f est donc d�erivable

(en tant que somme de compos�ees de fonctions d�erivables), ce qui implique
qu'elle est continue.

b) Comme sin2(x + π) = (� sin x)2 = sin2 x, et que cos2 x = 1 � sin2 x, on voit
que f est π-p�eriodique, de même, f(π � x) = f(x). Sur l'intervalle [0, π/2],
on a f′(x) = sin(2x)(g(sin2 x)�h(cos2 x)), or

p
cos2 x = cos x sur cet intervalle,

et donc h(cos2 x) = x ; �nalement f′(x) = 0 et f est constante sur [0, π/2], donc
sur [0, π] puisque f(π�x) = f(x) et �nalement sur R tout entier, par p�eriodicit�e.

Ainsi, pour tout x 2 R, f(x) = f(π/2) =
∫1

0

Arc sin
p

t dt.

c) Soit α = Arc sin u, on a donc 0 � α � π/2 et sin α = u, donc cos α =
p

1� u2

(puisque cos α � 0), et �nalement α = Arc cos
p

1� u2, puisque ces deux angles
sont dans l'intervalle [0, π/2] et ont le même cosinus.

d) Posons u = 1� t, on a donc
∫ cos2 x

0

Arc cos
p

t dt = �
∫ sin2 x

1

Arc cos
p

1� u du ;

on vient de voir que (pour u 2 [0, 1]) Arc cos
p

1� u = Arc cos
p

1� (
p

u)2 =

Arc sin
p

u, on a donc f(x) =
∫ sin2 x

0

Arc sin
p

t dt +
∫1

sin2 x

Arc sin
p

udu =
∫1

0

Arc sin
p

t dt (d'apr�es Chasles). [Cette derni�ere int�egrale est calculable en posant

t = sin2 u, ou par int�egration par parties; on obtient par exemple f(x) = t Arc sin
p

t

���1
0
�

∫1

0

t dtp
1� t

= π/4 (la derni�ere int�egrale n�ecessitant de plus un passage �a la limite), mais

l'�enonc�e ne le demandait pas, et il semble di�cile de le trouver dans le temps imparti]
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13

Question de cours

Si f est d�erivable jusqu'�a l'ordre n + 1 sur un intervalle contenant a et b,
il existe c compris entre a et b tel que

f(b) =
n∑

k=0

(b� a)k

k!
f(k)(a) +

(b� a)n+1

(n + 1)!
f(n+1)(c) (Taylor-Lagrange)

que l'on peut r�e�ecrire sous la forme 9θ, 0 < θ < 1 tel que

f(b) =
n∑

k=0

(b� a)k

k!
f(k)(a) +

(b� a)n+1

(n + 1)!
f(n+1)(a + θ(b� a)) (Mac-Laurin),

d'o�u, avec a = 0 et b = x, le DL de Young :

f(x) =
n∑

k=0

f(k)(0)
k!

xk + xnε(x).

En�n, et en supposant que la d�eriv�ee (n + 1)-�eme de f soit continue, on peut
exprimer cette formule avec un reste int�egral :

f(b) =
n∑

k=0

(b� a)k

k!
f(k)(a) +

∫b

a

(b� t)n

n!
f(n+1)(t) dt.

Deux suites u et v sont �equivalentes (ce que l'on note u� v ou un� vn) s'il
existe une suite (εn) telle que un = vn(1 + εn) et que lim

(n→+∞)
εn = 0.

Exercice

a) On obtient successivement ln(1 + x) = x � x2/2(1 + θx)2 et ln(1 + x) = x �
x2/2 + x3/3(1 + θx)3, avec 0 < θ < 1. On d�eduit ais�ement de la premi�ere
formule l'encadrement x� x2/2 < ln(1 + x) < x, valable pour tout x > 0.

b) On peut �ecrire un = evn , avec vn =
n∑

k=1

ln(1 + k/n2).

c) Additionnant les encadrements obtenus en a), on a donc
n∑

k=1

(k/n2�k2/2n4) <

vn <
n∑

k=1

(k/n2); comme
n∑

k=1

k =
n(n + 1)

2
et que

n∑

k=1

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
,

le th�eor�eme des gendarmes montre que vn converge vers 1/2 et donc que
lim un =

p
e. [Ce n'�etait pas tout �a fait la forme r�eclam�ee par l'�enonc�e, lequel demandait

de montrer explicitement que les sommes des restes tendaient vers 0, et il faudrait sans
doute justi�er �a l'oral ce l�eger �ecart destin�e �a all�eger la pr�esentation du r�esultat]

d) On a
p

e � un =
p

e(1 � evn−1/2). On sait que
n∑

k=1

(k/n2 � k2/2n4) � 1/2 <

vn � 1/2 <
n∑

k=1

(k/n2)� 1/2, mais cet encadrement n'est pas assez pr�ecis pour

pouvoir conclure. Utilisant alors l'encadrement r�esultant de la formule de Taylor
�a l'ordre suivant, x � x2/2 < ln(1 + x) < x � x2/2 + x3/3, un calcul patient

(utilisant aussi le fait que
n∑

k=1

k3 =
n2(n + 1)2

4
) montre que vn � 1/2� 1/3n,
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d'o�u on d�eduit (puisque eu � 1�
0

u) que
p

e � un��pe/3n. [Il ne semble pas

raisonnable d'exiger ce calcul dans le temps limit�e imparti aux candidats, et l'on peut
d�ej�a consid�erer comme tr�es satisfaisant d'avoir vu que l'encadrement de vn ��a l'ordre 1�
n'�etait pas su�sant pour conclure]

14

Question de cours

Si f est continue sur un intervalle contenant a et b, elle admet des primitives
sur cet intervalle; notant F une de ces primitives (donc telle que F′(x) = f(x)),
on appelle int�egrale d�e�nie de f entre a et b, et l'on note

∫b

a
f(x) dx, le nombre

F(b)� F(a).

Posant t = tan(x/2) (avec x 6= π + 2kπ), on a (formules �en t�) sin x =
2t

1 + t2
,

cos x =
1� t2

1 + t2
et tan x =

2t

1� t2
.

Les r�egles de Bioche permettent de d�eterminer des changements de variable e�-
caces pour int�egrer des expressions trigonom�etriques : si f(x) = ϕ(sin x, cos x)
est impaire, on utilisera x = Arc cos t, si f(π � x) = �f(x), on utilisera x =
Arc sin t, en�n, si f est π-p�eriodique, on utilisera x = Arc tan t.

Exercice

a) D'apr�es les r�egles de Bioche, on a int�erêt �a utiliser ici t = Arc sin u [Même
s'il s'av�ere que l'utilisation directe des formules en t conduit en fait �egalement (et même
plus simplement) au r�esultat demand�e, il est quand même logique, compte tenu de la

question de cours, de proc�eder ainsi], obtenant I(x) =
∫x

0

dt

cos t
=

∫ sin x

0

du

1� u2
=

1/2 ln((1+ sin x)/(1� sin x)), ce dernier calcul r�esultant de la d�ecomposition en
�el�ements simples de 1/(1�u2) = 1/2(1/(1�u)+1/(1+u)). Utilisant les formules
en t (avec t = tan(x/2)), on voit que (1 + sin x)/(1� sin x) = (1 + t)2/(1� t)2,
donc I(x) = ln(1 + t/1� t). Or on sait que tan(a + b) = (tan a + tan b)/(1�
tan a tan b); posant a = π/4 et b = x/2, on en d�eduit le r�esultat cherch�e :
I(x) = ln(tan(x/2 + π/4)).

b) [Il semble impossible d'obtenir les formules demand�ees par des changements de variable
astucieux dans l'int�egrale*, et il �etait plus raisonnable, dans le temps imparti, de chercher
une solution �alg�ebrique�] Continuant �a noter t = tan x/2, on a vu que y =
ln(1 + t/1 � t); or on sait (et il faut au besoin savoir le red�emontrer) que th X =
b () X = Arg thb = ln(1+b/1�b)/2 ; on en d�eduit que th y/2 = t = tan x/2.
Il existe une formule de duplication pour th analogue �a celle valable pour tan (il
fallait peut-être la red�emontrer �a l'aide de l'exponentielle) : th 2X = 2 th X/(1 + th2 X);
on en d�eduit donc que th y = 2t/(1 + t2) = sin x, d'apr�es les formules en t.
En�n, on a aussi l'analogue des formules en t = th y/2 pour sh y et ch y,
mais il �etait plus simple de remarquer que ch y = 1/(1 � th2 y), puis de faire

* On peut en fait y parvenir en remarquant que f(x) = th y a pour d�eriv�ee (1 � f(x)2)/ cos x,
puis en posant u(x) = arcsin f(x) et en montrant que u0 = cos u/ cos x ; comme u(0) = 0, on en
d�eduit u(x) = x par unicit�e des solutions d'�equations di��erentielles. . .
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un calcul direct et d'utiliser une derni�ere fois les formules en t pour obtenir
ch y = 1/ cos x.

15

Question de cours

Si f est d�erivable jusqu'�a l'ordre n+1 sur un intervalle contenant a et b (il su�t
d'ailleurs en fait qu'elle ne soit que n fois continuement d�erivable en a et b),
il existe c compris entre a et b tel que

f(b) =
n∑

k=0

(b� a)k

k!
f(k)(a)+

(b� a)n+1

(n + 1)!
f(n+1)(c) (Taylor-Lagrange, ordre n)

que l'on peut r�e�ecrire sous la forme 9θ, 0 < θ < 1 tel que

f(b) =
n∑

k=0

(b� a)k

k!
f(k)(a) +

(b� a)n+1

(n + 1)!
f(n+1)(a + θ(b� a)) (Mac-Laurin),

d'o�u, avec a = 0 et b = x, le DL de Young :

f(x) =
n∑

k=0

f(k)(0)
k!

xk + xnε(x).

En�n, et en supposant que la d�eriv�ee (n + 1)-�eme de f soit continue, on peut
exprimer cette formule avec un reste int�egral :

f(b) =
n∑

k=0

(b� a)k

k!
f(k)(a) +

∫b

a

(b� t)n

n!
f(n+1)(t) dt.

Exercice

a) Comme sin′′ = � sin, on obtient l'existence d'un c, avec 0 < c < x, tel que
sin(x) = x� x2/2 sin c.

b) Ainsi, pour tout k, on aura sin(k/n2) = k/n2 � k2/2n4 sin ck, avec 0 < ck <

k/n2 (et donc 0 < sin ck < 1); on en d�eduit que
n∑

k=1

k/n2 � k2/2n4 < un <

n∑
k=1

k/n2 ; et comme
n∑

k=1

k = n(n + 1)/2 et que
n∑

k=1

k2 = n(n + 1)(2n + 1)/6,

le th�eor�eme des gendarmes montre que lim un = 1/2.

c) Posant θ = 1/n2, on voit que un est la partie imaginaire de Z =
n∑

k=0

cos kθ +

i sin kθ ; utilisant l'exponentielle complexe (ou la formule de Moivre), et posant

z = eiθ, on a donc Z =
n∑

k=0

zk =
zn+1 � 1

z� 1
, remarquant que eiα � 1 =

2ieiα/2 sin α/2, on obtient �nalement un =
sin nθ

2 sin (n+1)θ
2

sin θ
2

=
sin 1

2n sin n+1
2n2

sin 1
2n2

;

comme sin u�
0

u, on a donc un�(1/2n)2/(1/2n2) = 1/2.
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Question de cours

On dit que P est le d�eveloppement limit�e de f �a l'ordre n en 0 si P est un
polynôme de degr�e � n, et si l'on peut �ecrire f(x) = P(x) + xnε(x), avec
lim
x→0

ε(x) = 0. On a

ln(1 + x) = x� x2

2
+

x3

3
� � � �+ (�1)n+1xn

n
+ xnε(x)

ex = 1 + x +
x2

2
+

x3

6
+ � � �+ xn

n!
+ xnε(x)

sin x = x� x3

6
+

x5

120
� � � �+ (�1)nx2n+1

(2n + 1)!
+ x2n+2ε(x)

cos x = 1� x2

2
+

x4

24
� � � �+ (�1)nx2n

(2n)!
+ x2n+1ε(x)

(1 + x)α = 1 + αx + � � �+ α(α� 1)(α� 2) � � � (α� n + 1)
n!

xn + xnε(x)

(o�u les fonctions ε v�eri�ent lim
x→0

ε(x) = 0).

On appelle forme canonique du trinôme T(x) = ax2 + bx + c l'�ecriture T(x) =

a

 �
x� b

2a

�2

�
�

b2 � 4ac

4a2

�!
.

Si ϕ est une bijection d�erivable (sur des intervalles convenables), on a
∫b

a

f(x) dx =
∫ϕ�1(b)

ϕ�1(a)
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Exercice

a) Pour calculer lim
x→0

1� cos x� x2/2

x(x� sh x)
, remarquant (�a l'aide du DL3 de sh) que le

d�enominateur est un O(x4), on voit qu'il faudra utiliser un DL4 du num�erateur.
De fait, on a 1�cos x�x2/2 = �x4/24+x4ε1(x) et x�sh x = �x3/6+x3ε2(x),

donc lim
x→0

1� cos x� x2/2

x(x� sh x)
= lim

x→0

�x4/24 + x4ε1(x)
�x4/6 + x4ε2(x)

= lim
x→0

�1/24 + ε1(x)
�1/6 + ε2(x)

=

1/4.

b) Remarquant d'abord que 2t � t2 = 1 � (t � 1)2, on est amen�e, pour calculer
l'int�egrale, �a utiliser le changement de variable t = ϕ(u) = 1 + sin u, pour

u 2 ]� π/2, π/2[ (et t 2 ]0, 2[), on aura donc I(x) =
∫x

1

dt

t(2t� t2)1/2
=

∫arcsin(x−1)

0

cos u

(1 + sin u) cos u
du =

∫arcsin(x−1)

0

du

1 + sin u
. Cette int�egrale s'ex-

prime simplement �a l'aide des �formules en t� : posant t = tan u/2 (et donc u =

ϕ(t) = 2Arc tan t), on aura I(x) =
∫ tan arcsin(x−1)

0

2dt

(1 + t)2
= 2� 2

1 + a
=

2a

1 + a
,

avec a = tan(arcsin(x � 1)/2). Posant 2α = arcsin(x � 1), on aura sin 2α =

x�1 = 2a/(1+a2), d'o�u a ; en d�e�nitive, on obtient I(x) =
x�p2x� x2

x
mais il

semblait di�cile d'aboutir �a cette forme explicite dans le temps imparti, et il �etait essentiel
d'exposer d'abord le plan g�en�eral �a suivre, avant de se lancer dans les calculs. . .
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Question de cours

On dit que P est le d�eveloppement limit�e de f �a l'ordre n en 0 si P est un
polynôme de degr�e � n, et si l'on peut �ecrire f(x) = P(x) + xnε(x), avec
lim
x→0

ε(x) = 0.
Si f est d�erivable en a et si g est d�erivable en f(a), g�f est d�erivable en a et l'on
a (formule de d�erivabilit�e des fonctions compos�ees) (g � f)′(a) = f′(a)g′(f(a)).
Si f et g admettent des DLn (f(x) = P(x) + o(xn) et g(x) = Q(x) + o(xn)),
et si P(0) = 0 (cette derni�ere condition �etant essentielle), alors g� f a pour DLn

le polynôme Q(P(x)), tronqu�e �a l'ordre n (c'est-�a-dire le reste de la division
euclidienne de Q � P par Xn+1).

Exercice

a) f �etant compos�ee de deux fonctions d�erivables (en fait, de deux fonctions de
classe C∞), elle est d�erivable, et (d'apr�es la formule de d�erivation des fonctions

compos�ees) f′(x) =
ex

1 + e2x
.

b) La même formule montre que, posant (pour x > 0) g : x 7! Arc tan x +

Arc tan (1/x), on a g′(x) =
1

1 + x2
+
�1/x2

1 + 1/x2
= 0, ce qui prouve que g est

constante sur ]0, +1[, et y vaut par cons�equent toujours g(1) = π/4 + π/4 =
π/2.

c) On sait que Arc tan u�
0

u (puisque, par exemple, pour toute fonction h d�erivable
en 0, on a h(x) = h(0)+xh′(0)+xε(x)); la relation pr�ec�edente montre donc que
π/2�Arc tan 1/u�

0
u, et donc que π/2�Arc tan v �

+∞
1/v. Comme lim

x→+∞
ex =

+1, posant v = ex, on en d�eduit donc que π/2� f(x) �
+∞

e−x.

d) On ne peut pas utiliser la composition des DL pour obtenir simplement un
DL3 de f en 0, puisque lim

x→0
ex = 1 6= 0. Utilisant alors la formule de Young

(puisque f est de classe C∞), on obtient, apr�es un calcul laborieux des d�eriv�ees

successives de f, le d�eveloppement limit�e f(x) =
π

4
+

x

2
� x3

12
+ x3ε(x) (il fallait

surtout ne pas tomber dans le pi�ege de la composition des DL, il n'est pas certain que cela
vaille la peine de terminer le calcul explicite, et en tout cas ne pas perdre de temps �a le
pr�eparer �a l'�ecrit).

e) Par int�egration par parties, on a
∫x

0

e2tf(t) dt = e2tf(t)/2
���x
0
�

∫x

0

e3t

2(1 + e2t)
dt,

et cette derni�ere int�egrale devient, apr�es le changement de variable t = ϕ(u) =

ln u,
∫ex

1

u2

2(1 + u2)
du =

∫ex

1

u2 + 1� 1

2(1 + u2)
du ; �nalement, on obtient

∫x

0

e2tf(t) dt =
(e2x + 1)Arc tan ex + 1� ex

2
� π

4
.
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17a

Exercice

a) On sait que Arc tan x = x� x3/3 + x3ε1(x) et que sin x = x� x3/6 + x3ε2(x);
comme sin(0) = 0, on a le droit de composer les DL (contrairement �a la situation
de l'exercice 17), obtenant f(x) = x � x3/2 + x3ε(x) (comme le signalait l'�enonc�e,
il ne fallait pas chercher �a simpli�er f(x). . . d'autant que la chose est impossible.

b) f est �evidement impaire, d�erivable, et sa d�eriv�ee est f′(x) =
cos x

1 + sin2 x
; f(π �

x) = f(x); comme f est 2π-p�eriodique, on en d�eduit que le graphe de f poss�ede
des centres de sym�etrie en (kπ, 0) et des axes de sym�etries de la forme [X =
π/2+kπ]. On sait que si �π/2 < α < π/2, et si t = tan α, ona 1+t2 = 1/ cos α,
et donc cos α = 1/

p
1 + t2 et sin α = t/

p
1 + t2 ; on en d�eduit que cos(f(x)) =

(1 + sin2 x)−1 et que sin(f(x)) = sin x/
p

1 + sin2 x.

c) Int�egrant par parties, on a I =
∫π/2

0

cos xf(x) dx = f(π/2)�
∫π/2

0

sin x cos x

1 + sin2 x
dx =

π/4� J, avec J =
∫π/2

0

sin x cos x

1 + sin2 x
dx, qu'on peut r�e�ecrire J =

∫π/2

0

sin 2x

3� cos 2x
dx,

d'o�u J =
ln(3� cos 2x)

2

���π/2

0
= ln 2/2 et �nalement I =

π

4
� ln 2

2
.
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Question de cours

Une suite u = (un) est croissante si, pour tout n, un � un+1 ; elle est
d�ecroissante si, pour tout n, un � un+1 ; elle est minor�ee s'il existe un nombre
m tel que pour tout n, un � m (on dit alors que m est un minorant de la
suite).
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b], d�erivable sur ]a, b[ ;
le th�eor�eme des accroissements �nis a�rme qu'il existe c 2 ]a, b[ tel que

f′(c) =
f(b)� f(a)

b� a
. On en d�eduit l'in�egalit�e des accroissements �nis : si f

est d�erivable sur un intervalle I, et que sa d�eriv�ee y est born�ee (il existe m et
M tels que pour tout x 2 I, m � x � M), alors on a pour tous a et b de I
l'encadrement mjb� aj � jf(b)� f(a) �Mjb� aj.

Exercice

a) g est d�erivable, de d�eriv�ee g′(x) = �e−x � 1 < 0 ; elle est donc strictement
d�ecroissante, donc injective, et comme lim

−∞
g = +1 et que lim

+∞
g = �1, le

th�eor�eme des valeurs interm�ediaires montre qu'elle est surjective; g est donc
une bijection de R vers R. En particulier, il existe un ant�ec�edent et un seul �a
0, ` = g−1(0), tel que g(`) = e−` � ` = 0, et donc que ` = e−`.

b) Comme g(1) = 1/e � 1 < 0, on voit que ` < 1. Comme h : x 7! e−x est
d�ecroissante, on aura h(1/e) > h(1) = 1/e, donc g(1/e) > 0, ce qui montre
que ` 2 I = ]1/e, 1[. Pour tout x 2 I[1/e, 1], 0 � x � 1 ) h(1) = 1/e �
h(x) � h(0) = 1, donc h(x) 2 I ; comme u0 2 I, par r�ecurrence imm�ediate,
on aura un 2 I pour tout n.
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c) Sur l'intervalle I, on a jh′(x)j < e−1/e. On a montr�e �a la question pr�ec�edente
que ` et un appartiennet �a I ; appliquant l'in�egalit�e des accroissements �nis �a
a = ` et b = un−1, on a jh(b) � h(a)j = jun � `j � e−1/ejun−1 � `j ; une
derni�ere r�ecurrence facile (mais qu'il fallait sans doute pr�esenter soigneusement �a l'oral)
montre alors que (pour tout n) jun�`j � (e−1/e)nju0�`j, et comme e−1/e < 1,
le membre de droite converge vers 0; il en est donc de même de jun� `j, ce qui
montre que la suite (un) converge vers `.
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Question de cours

Une suite (un) monotone ((un) est croissante ou (un) est d�ecroissante) converge
si et seulement si elle est born�ee (plus pr�ecis�ement, par exemple, si (un) est
croissante major�ee, elle converge vers sa borne sup�erieure, et sinon, elle diverge
vers +1).
Si f est continue sur un intervalle contenant a et b, elle admet des primitives
sur cet intervalle; notant F une de ces primitives (donc telle que F′(x) = f(x)),
on appelle int�egrale d�e�nie de f entre a et b, et l'on note

∫b

a
f(x) dx, le nombre

F(b)� F(a).
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b], d�erivable sur ]a, b[ ; le
th�eor�eme des accroissements �nis a�rme qu'il existe c 2 ]a, b[ tel que f′(c) =
f(b)� f(a)

b� a
.

Exercice

a) On a un+1 � un =
1

2n + 1
+

1

2n + 2
� 1

n + 1
=

2n + 2 + 2n + 1� 4n� 2

(2n + 1)(2n + 2)
=

1

(2n + 1)(2n + 2)
> 0, ce qui montre que la suite est croissante. Comme, pour

tout k tel que n + 1 � k, on a 1/k < 1/n, on a donc un <
2n∑

k=n+1

1/n = 1.

La suite (un) �etant croissante major�ee, elle converge donc vers une limite a � 1.

b) On sait (formule de la moyenne) que si f est continue sur l'intervalle [a, b],

(b� a) min
x∈[a,b]

f(x) �
∫b

a

f(t) dt � (b� a) max
x∈[a,b]

f(x) (compte tenu des questions

de cours, il fallait peut-être le red�emontrer en utilisant le th�eor�eme des accroissements �nis).
Prenant successivement [a, b] = [k� 1, k] et [a, b] = [k, k + 1] (intervalles o�u

f : t 7! 1/t est d�ecroissante), on voit que cela entrâ�ne que
1

k
�

∫k

k−1

dt

t
� 1

k� 1

et que
1

k + 1
�

∫k+1

k

dt

t
� 1

k
, d'o�u l'encadrement demand�e.

c) Additionnant les encadrements pr�ec�edents, et utilisant la relation de Chasles,

on obtient
∫2n+1

n+1

dt

t
�

2n∑

k=n+1

1

k
�

∫2n

n

dt

t
, donc ln

2n + 1

n + 1
� un � ln 2 ; comme

lim
n→+∞

2n + 1

n + 1
= 2, le th�eor�eme des gendarmes permet donc de conclure que

lim
n→+∞

un = ln 2.
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d) On pouvait remarquer (par d�ecalage) que un =
n∑

K=1

1

K + n
=

1

n

n∑

K=1

1

1 + (K/n)
;

on reconnait l�a une somme de Riemann (de pas 1/n) associ�ee �a la fonction
g : x 7! 1/(x + 1) sur l'intervalle [0, 1] (ici encore, il �etait sans doute bon de rappeler

la formule g�en�erale des sommes de Riemann : S2(f ; a, b, n) = b�a
n

n∑
k=1

f(a+k b�a
n

)); g �etant

continue sur cet intervalle, on sait que la suite un converge vers
∫1

0
g(x) dx =

ln 2.
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Question de cours

Une suite (un) est croissante si, pour tout n, un+1 � un ; elle est d�ecroissante
si, pour tout n, un+1 � un. Pour �etudier le sens de variation d'une suite, on
�etudie donc en g�en�eral le signe de un+1 � un, ou parfois, et si un) est positif,
on compare un+1/un �a 1.
Une suite (un) monotone ((un) est croissante ou (un) est d�ecroissante) converge
si et seulement si elle est born�ee (plus pr�ecis�ement, par exemple, si (un) est
croissante major�ee, elle converge vers sa borne sup�erieure, et sinon, elle diverge
vers +1).

Si un et vn convergent vers al même limite a, et si, pour tout n, un � wn � vn,
alors wn converge �egalement vers a (�th�eor�eme des gendarmes�).

Exercice

a) Pour tout k tel que n+1 � k, on a 1/k2 < 1/n2 ; on a donc un <
2n∑

k=n+1

1/n2 =

1/n. La suite (un) �etant encadr�ee par la suite nulle et par la suite de terme
g�en�eral 1/n, convergeant vers 0, elle converge donc elle aussi vers 0, d'apr�es le
th�eor�eme des gendarmes.

b) On a

un+1 � un =
1

(2n + 1)2
+

1

(2n + 2)2
� 1

(n + 1)2

=
(2n + 2)2 + (2n + 1)2 � 4(2n + 1)2

(2n + 1)2(2n + 2)2

=
1� 4n� 8n2

(2n + 1)2(2n + 2)2
< 0

(puisque n � 1), ce qui montre que (un) est d�ecroissante.

c) On sait (formule de la moyenne) que si f est continue sur l'intervalle [a, b],

(b�a) min
x∈[a,b]

f(x) �
∫b

a

f(t) dt � (b�a) max
x∈[a,b]

f(x). Prenant successivement

[a, b] = [k � 1, k] et [a, b] = [k, k + 1] (intervalles o�u f : t 7! 1/t2 est

d�ecroissante), on voit que cela entrâ�ne que
1

k2
�

∫k

k−1

dt

t2
� 1

(k� 1)2
et que

1

(k + 1)2
�

∫k+1

k

dt

t2
� 1

k2
, d'o�u l'encadrement demand�e.
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d) Additionnant les encadrements pr�ec�edents, et utilisant la relation de Chasles,

on obtient
∫2n+1

n+1

dt

t2
�

2n∑

k=n+1

1

k2
�

∫2n

n

dt

t2
, donc

n

(n + 1)(2n + 1)
� un �

1

2n
; comme lim

n→+∞
2n2

(n + 1)(2n + 1)
= 1, le th�eor�eme des gendarmes permet de

conclure que lim
n→+∞

2nun = 1, et donc que un� 1

2n
.
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Question de cours

f est continue en a si f est d�e�nie en a et au voisinage de a, et si lim
x→a

f(x) = f(a).

f est d�erivable en a si (dans les mêmes conditions) lim
x→a

f(x)� f(a)
x� a

existe et
est �nie.
Si f admet un d�eveloppement limit�e d'ordre n au voisinage de 0 (c'est-�a-dire
qu'on peut �ecrire f(x) = P(x) + xnε(x), o�u P est un polynôme de degr�e � n,
et o�u lim

x→0
ε(x) = 0), on a

∫x

0
f(t) dt =

∫x

0
P(t) dt+xn+1ε1(x), o�u lim

x→0
ε1(x) = 0,

ce qui revient �a dire qu'on peut �int�egrer les DL�.

Exercice

a) On sait que ex = 1 + x + x2/2 + x2ε(x), on en d�eduit que (pour x 6= 0)
f(x) = 1/(1+x/2+xε(x)) et donc que lim

x→0
f(x) = 1 = f(0), ce qui montre que f

est continue en 0. Pour x 6= 0, on a (f(x)�1)/x = (�1/2�ε(x))/(1+x/2+xε(x))
et donc lim

x→0
(f(x) � 1)/x = �1/2, ce qui montre que f est d�erivable en 0 (on

pouvait donc se passer de la d�emonstration pr�ec�edente, puisque d�erivable implique continue)
et que f′(0) = �1/2.

b) On a (pour x 6= 0) f′(x) = (ex � 1 � xex)/(ex � 1)2 ; une br�eve �etude de la
fonction g : x 7! ex � 1 � xex, de d�eriv�ee g′(x) = �xex, donc croissante sur
]�1, 0[ jusqu'�a g(0) = 0 et d�ecroissante ensuite, montre que f′ est toujours
n�egative, et donc que f est strictement d�ecroissante; comme lim

−∞
f = +1 et que

lim
+∞

f = 0, f est une bijection de R vers ]0, +1[. On voit facilement que Gf

admet [Y = �X] comme direction asymptotique en �1 ; comme lim
x→−∞

f(x) +

x = lim
x→−∞

xex/(ex � 1) = 0, on a �nalement la droite [Y = �X] (la deuxi�eme

bissectrice) asymptote �a Gf, et le graphe est au dessus de l'asymptote, puisque
f(x) + x > 0.

c) On montre (�a l'aide d'un calcul patient utilisant la formule 1/(1 + u) = 1 �
u + u2 � u3 + u3ε(u)) que f(x) = 1/(1 + x/2 + x2/6 + x3/24 + x3ε(x)) =
1 � x/2 + x2/6 + x3ε1(x) (ce calcul n'�etait en fait sans doute pas r�ealisable dans
le temps de l'exercice, et il fallait simplement se contenter d'en indiquer le principe) ;
la r�egle �enonc�ee dans la question de cours permet d'en d�eduire que

∫x

0
f(t) dt =

x� x2/4 + x3/18 + x4ε2(x).
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Question de cours

Si f est continue sur un intervalle contenant a et b, elle admet des primitives
sur cet intervalle; notant F une de ces primitives (donc telle que F′(x) = f(x)),
on appelle int�egrale d�e�nie de f entre a et b, et l'on note

∫b

a
f(x) dx, le nombre

F(b)� F(a).
Si f est d�erivable en a et si g est d�erivable en f(a), g�f est d�erivable en a et l'on
a (formule de d�erivabilit�e des fonctions compos�ees) (g � f)′(a) = f′(a)g′(f(a)).
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b], d�erivable sur ]a, b[ ; le
th�eor�eme des accroissements �nis a�rme qu'il existe c 2 ]a, b[ tel que f′(c) =
f(b)� f(a)

b� a
.

Exercice

a) Notons g : t 7! 1/(1+ ln2 t), g est continue (en fait, de classe C∞) sur ]0, +1[,
et y admet par cons�equent des primitives; notons G l'une d'entre elles. Par
d�e�nition, on aura alors F(x) = G(2x) � G(x), et F, compos�ee de fonctions
d�erivables, sera �egalement d�erivable; on aura d'ailleurs F′(x) = 2g(2x)�g(x) =

2

1 + ln2 2x
� 1

1 + ln2 x
du signe du num�erateur N(x) = 1 + 2 ln2 x � (ln 2 +

ln x)2. Posant X = ln x, on a N(x) = X2 � (2 ln 2)X + (1 � ln2 2), trinôme
de discriminant r�eduit 2 ln2 2 � 1, n�egatif puisque ln2 2 < 1/2 ; en d�e�nitive,
N(x) est toujours positif et F est donc strictement croissante. La di�cult�e de cet
exercice est consid�erable, dans la mesure o�u seule la valeur exacte de ln 2 ' 0, 693 permet
de d�eterminer le signe de F 0(x); il �etait di�cile de rester calme et de ne pas soup�conner une
erreur de calcul. . . Le candidat s�erieux avait tout int�erêt �a demander cette valeur num�erique,
ce qui lui permettait aussi de se rassurer.

b) Comme, pour tout x 2 DF, on a x < 2x, on aura, en appliquant �a G le th�eor�eme
des accroissements �nis sur l'intervalle [x, 2x], l'existence d'un c tel que x <

c < 2x et que g(c) = F(x)/x (ce r�esultat est aussi cons�equence de la formule de la
moyenne, mais l'esprit de l'�enonc�e d�econseillait cette approche). Si alors x tend vers
+1, g �etant d�ecroissante sur [1, +1[, on en d�eduit que xg(2x) < F(x) < xg(x),
et comme g(x) = 1 + ln2 x �

+∞
ln2 x, et donc que g(x) �

+∞
g(2x), le th�eor�eme des

gendarmes montre que F(x) �
+∞

x/(ln x)2 ; pr�es de 0, on a cette fois xg(x) <

F(x) < xg(2x), mais les mêmes �equivalents �etants vrais en 0, on obtient tout de
même F(x)�

0
x/(ln x)2.

c) On a donc lim
x→0

F(x) = lim
x→0

x/(ln x)2 = 0 ; prolongeant F par F(0) = 0, la nou-
velle fonction ainsi obtenue a par d�e�nition un nombre d�eriv�e en 0 �egal �a
lim
x→0

F(x)/x = lim
x→0

1/(ln x)2 = 0 ; cette limite existant (et �etant �nie), F ainsi
prolong�ee est bien d�erivable en 0.

d) De même, lim
x→+∞

F(x)/x = 0, et comme lim
x→+∞

F(x) = +1, le graphe de F admet
une branche parabolique d'axe Ox en +1.
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Question de cours

Si f est continue sur un intervalle contenant a et b, elle admet des primitives
sur cet intervalle; notant F une de ces primitives (donc telle que F′(x) = f(x)),
on appelle int�egrale d�e�nie de f entre a et b, et l'on note

∫b

a
f(x) dx, le nombre

F(b)� F(a).
Si ϕ est une bijection d�erivable (sur des intervalles convenables), on a

∫b

a

f(x) dx =
∫ϕ�1(b)

ϕ�1(a)
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Si a < b, et si pour tout t de l'intervalle [a, b], on a f(t) � g(t), alors∫b

a

f(t) dt �
∫b

a

g(t) dt. De plus, si les deux int�egrales sont �egales, et si les

fonctions sont continues sur [a, b], on aura f(t) = g(t) pour tout t de [a, b].

Exercice

a) I0 =
∫e

1

t2 dt =
t3

3

���e
1

=
e3 � 1

3
. I1 =

∫e

1

t2 ln t dt = (par int�egration par parties)

t3 ln t

3

���e
1
�

∫e

1

t2

3
dt =

t3(3 ln t� 1)
9

���e
1

=
2e3 + 1

9
.

b) Utilisant le changement de variable t = ϕ(u) = eu (et donc u = ϕ−1(t) = ln t),

on obtient In =
∫ ln e

ln 1

e2u(ln(eu))neu du =
∫1

0

tne3t dt.

c) Et comme, pour tout t de l'intervalle [0, 1], on a 0 � tne3t � tne3, l'int�egration

des in�egalit�es montre que 0 � In �
∫1

0

e3tn dt =
e3

n + 1
; d'apr�es le th�eor�eme

des gendarmes, on a donc lim
n→+∞

In = 0.

d) On a In+1 =
∫1

0

tn+1e3t dt =
tn+1e3t

3

���1
0
�

∫1

0

(n + 1)tne3t

3
dt (par int�egration

par parties), et donc In+1 =
e3

3
�n + 1

3
In. Passant �a la limite (en faisant tendre

n vers +1), on en d�eduit donc que lim
n→+∞

(n + 1)In/3 = e3/3 et �nalement

que lim
n→+∞

nIn = e3.
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Question de cours

Si a < b, et si pour tout t de l'intervalle [a, b], on a f(t) � g(t), alors∫b

a

f(t) dt �
∫b

a

g(t) dt. De plus, si les deux int�egrales sont �egales, et si les

fonctions sont continues sur [a, b], on aura f(t) = g(t) pour tout t de [a, b].



Solutions et commentaires p. 28

Si f et g sont continues sur [a, b], notant F et G deux de leurs primitives
respectives, on a (formule d'int�egration par parties)

∫b

a

f(x)G(x) dx = F(b)G(b)� F(a)G(a)�
∫b

a

F(x)g(x) dx.

Si ϕ est une bijection d�erivable (sur des intervalles convenables), on a
∫b

a

f(x) dx =
∫ϕ�1(b)

ϕ�1(a)
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Exercice

a) I0 =
∫π/4

0

dt = π/4 ; I1 =
∫π/4

0

tan2 t dt =
∫π/4

0

1 + tan2 t dt� I0 = tan(π/4)�
I0 = 1� π/4.

b) Posant t = ϕ(u) = Arc tan u (et donc u = ϕ−1(t) = tan t), on obtient

In =
∫ tan π/4

tan 0

(tan(Arc tan u))2n(1/1 + u2) du =
∫1

0

u2n

1 + u2
du. Or, pour tout

u positif, on a 0 � u2n/(1 + u2) � u2n, donc, par int�egration des in�egalit�es,
on aura 0 � In � ∫1

0
u2n du = 1/(2n + 1), le th�eor�eme des gendarmes permet

de conclure que lim In = 0.

c) Remarquant que In+1 =
∫1

0

u2n+2

1 + u2
du =

∫1

0

u2n+2 + u2n � u2n

1 + u2
du, on voit

que In+1 = 1
2n+1 � In. Posant un = (�1)nIn, on a un+1 = (�1)n+1In+1 =

(�1)n+1/(2n + 1) � (�1)n+1In = (�1)n+1/(2n + 1) + un, d'o�u un = u0 +
n−1∑
k=0

(�1)k+1/(2k + 1), et �nalement (pour n � 1)

In = (�1)n

 
π

4
+

n−1∑

k=0

(�1)k+1

2k + 1

!
;

compte tenu du r�esultat pr�ec�edent, on en d�eduit que lim
n→+∞

n∑

k=0

(�1)k

2k + 1
=

π

4
.


