Sujets de 1’Oral blanc (2000)

Les conditions étaient : 20 mn de préparation; 20 mn d’oral.

Ces sujets correspondent a |'ensemble du programme d'Analyse, sauf les équations
différentielles (les chapitres 4 & 13 du cours); dans la plupart des cas, la question de cours
«amorce» |'exercice, et il vaut mieux la maftriser pour pouvoir résoudre ce dernier.

Les énoncés ont été donnés sous la forme exacte reproduite ici (mais sous forme manus-
crite); il était évidemment possible de demander des éclaircissements sur telle ou telle
notation, et il serait regrettable que certains candidats ne s'en soient préoccupés qu'au
moment du passage au tableau. ..

Une solution succinte (la «réponsey) et des indications de méthode et d'attitude a
I'oral sont proposées dans la deuxiéme partie de ce document

Question de cours
Racines cubiques de 'unité. Interprétation géométrique d’un complexe (ponctuelle
et vectorielle)

Exercice

Le plan P est rapporté au repére orthonormal direct (0,7, 7).

a) Soit (A, B,C) trois points distincts deux a deux d’affixes respectives a, b, c.
AC — —

Interpréter — et (AB, AC).

AB

b) Application : a = 1+ i, b = 2; déterminer ¢ pour que ABC soit équilatéral.

¢) Montrer que ABC équilatéral = aj? +bj +c =0 ou aj? +bj + c = 0. Etudier
la réciproque.

d) Montrer : ABC équilatéral <= a? +b* + ¢*> = ab + bc + ca.

Question de cours

Bijection. Bijection réciproque. Définition d’un DL. Principaux DL.

Exercice

Soit f: [-1, 400l — 2,400l /Vz € [-1, 400, f(z) = (2% + 2z + 5)1/2.
a) Montrer que f est une application.

) Montrer que f est bijective et exprimer f~!(y) (on n’étudiera pas f).
¢) Etudier f et tracer G; (on précisera 'asymptote).

) Calculer [ (t* 42t +5)/2dt, z € R.
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Question de cours

Définition de la bijection et de la bijection réciproque. Formule du changement de
variable

Exercice

Soit ¢ : z € ]—1,+oc[ — p(z) = (

a)

b)

T+ 3
r+1

1/2
) € 1. +ool.

Montrer directement que ¢ est une bijection de ]—1, +oo[ sur ]1, +oo[.
Exprimer x = ¢~ 1(¢).

z 3\ 1/2
Soit F(z) = / (Z i 1) du, x € ]-1,+oc[. Calculer F(z) en utilisant le
0

changement de variable ¢ = p(u) (v € ]—1,+00[). On utilisera ensuite une
intégration par parties.

Donner un équivalent simple en +o00 de ¢(x) — 1.

3a (Variante proposée en 1997)

Question de cours

Définition d’une bijection et de la bijection réciproque.

Exercice

Soit f: R —=RY /Voe eR, f(z) =2+ Va2 +1.

a)
b)
c)

d)

Justifier pourquoi f est effectivement une application.
Démontrer directement que f est une bijection et exprimer f~1(y).

Soit g : R — R /Vt € R, g(t) =sht. Simplifier fog(t). Retrouver alors le fait
que f est bijective.

Calculer [ f(u)du.
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Question de cours
Définition d’une bijection et de la bijection réciproque. Définition d’une fonction
dérivable. Dérivabilité de la bijection réciproque.

Exercice

. X
SOlt f:R+ —>R+/VIL’€R+, f(IL’) = m

a) Montrer & l'aide de la définition que f est bijective et exprimer f~1(y).

b) Montrer que f est dérivable. Est-elle C? ? Montrer que f~! est aussi dérivable.

T 1 n
c) Calculer /0 f(t)dt, puis /0 (1 j\/f) dx, n € N (commencer par poser

x = t? et rechercher une décomposition).

4a (Variante proposée en 1996)

Question de cours

Définition d’une bijection et de la bijection réciproque.

Exercice

Soit fZR_|_ —>R+/V$€R+, f(.’l?) = ﬁ

a) Justifier pourquoi f est effectivement une application. f est-elle dérivable ?
b) Démontrer & laide de la définition que f est bijective et exprimer f~1(x).

c) Calculer [; f(t)dt, puis [ (f(t))?dt, z > 0.

Question de cours

Définition de Arcsin, Arccos, Arctan. Définition d’une asymptote en +oo

Exercice
1
a) Montrer que 0 : x € R’ — 6(x) = Arctanx + Arctan — est constante :
1) en calculant 0'(x); 2) en calculant cos(f(x)).

b) Soit f: R — R/Vx € R, f(x) = v Arctanz. Etudier f, préciser 'asymptote
en 400, A, et la position de la courbe G¢ / A.

¢) Calculer f; f(t)dt.
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Question de cours

Enoncé précis de la méthode du raisonnement par récurrence (simple et cumula-

tive).
Exercice
n
Soit (un)neN la suite réelle /ug =1 et Vn € N*, u,, = munq + 1.
a) Sil’on suppose u convergente, de limite ¢, prouver que ¢ = 2.
2n + 4
b) Montrer par récurrence que Vn € N, u,, < .
n+3
c) Déduire de b) que (u,) converge.
n
d) Montrer, par récurrence, que Vn € N, u,, = L Z(k +1)2% En
) ? ? n 2”(” + 1) k_O .
n
déduire un équivalent de > (k + 1)2*
k=0
6a (Variante proposée en 1997)

Question de cours

Enoncé précis de la méthode du raisonnement par récurrence :
récurrence simple et récurrence cumulative.

Exercice

n
Soit (un)nen la suite telle que ug = 1 et ¥Yn € N*, u,, = Up—1 + 1.
2n +1

a) On suppose u convergente vers ¢. Calculer /.
2n+ 3
n+2°

b) Montrer par récurrence sur n € N que u,, <

c) En déduire que u converge.

2

" (2k
d) Montrer, par récurrence, que Vn € N, u,, = E + .
2n —|— —
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7

Question de cours
Enoncé précis de la méthode du raisonnement par récurrence.

n
Définitions et propriétés des coefficients ( ) ; formule du binoéme
p

Exercice

n n
a) Montrer que ) k(k:) =n2""1 n € N*: 1) par récurrence
k=0
2) directement, en utilisant le chan-
gement d’indice k =n — K’

b) On pose S(z) = (1 + x)™. Calculer S’(z) de deux maniéres différentes.

(1)

n
Utiliser b t t calcul —
c) iliser b) pour retrouver a) et calculer ,; Eo 1

Question de cours

Enoncé du raisonnement par récurrence. Formule du binéme. Définition de la
divisibilité dans Z

Exercice

Sin € N, on pose A4, = 5" — 237

a) Démontrer par récurrence sur n € N que 7 divise A,

b) En remarquant que 5 =7 — 2, démontrer directement le résultat pour n € N*

n—1 o
c¢) Justifier : a® — " = (a — b)( Y. a® 17", n € N*. Retrouver alors le fait que

i=0
7 divise A,
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Question de cours

Suites récurrentes de la forme w42 = au,+1 + bu,. Raisonnement par récurrence.
Formules de Moivre et d’Euler.

Exercice

Soit (un)nen la suite telle que ug = 1, u; = 2cos ¥, et
Vn € N, tpyo = (2c080)upy1 — Uy, 0 étant donné dans ]0, 7[.
sin(n + 1)0
a) Montrer par récurrence sur n € N que Vn € N, u,, = <—9>
sin

b) Retrouver le résultat de a) par une autre méthode.

¢) Montrer qu’il existe un polynéme P, /Vn € N, P,(cosf) = u, (on pourra
utiliser les formules d’Euler et Moivre).

10

Question de cours

Théoréeme de convergence d’une suite monotone. Lecture graphique des valeurs
d’une suite récurrente du type u,11 = f(un), up donné.

Exercice

1+ u, 1/2
5 .

Soit (up)nen /uo € J0,1[ et Vn € N, upqq = (

a) A I’aide d’un graphique, constater que la suite est monotone.

o

Montrer que Vn € N*, u,, € ]0,1[, puis que la suite (u,,) est croissante.

o

)
)
) Montrer que u converge et préciser £ = lim u,,.
)

o

On pose 0,, = Arccosu,. Calculer #,, en fonction de 6y et n.
(Arc cosug)?

En déduire ¢ — u, ~ 92n—T
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Question de cours
Enoncé de la formule de Leibnitz. Enoncé de la formule de Taylor-Young. Définition
d’un développement limité d’ordre n.
Exercice
Soit, pour n € N*, la fonction f, /Vo € 1-1,+ocol / fu(z) = 2" 1 In(1 + ).
a) En utilisant la formule de Leibnitz, montrer que Vz € ]—1, +o0c[ — {0},
D@ =20,

b) En remarquant que f, est de classe C*°, exprimer fﬁn)(()).

¢) Donner un développement limité d’ordre j € N*, de = — In(l + z), en 0.
En déduire le DL,,_;1; en 0 de fy.

d) Utiliser ¢) pour exprimer f,S’“)(o), k € N.

12 (Enoncé proposée en 1997)

Question de cours

Théoréme de la dérivabilité d’une fonction composée. Définition de f; f(t)dt.

Exercice

Soit f: Ry — R, continue, telle que Vz € R%, f(1/z) = 2*f(x).

a) Onpose F =z — [ f(t)dt+ fol/m f(t)dt, z € RE.
1) Justifier, avec soin, la dérivabilité de F.
2) Prouver que F est constante.

b) Application
Soit h : Ry — R /h(x) = zArctanz. Etudier les variations de h et préciser
Pasymptote. Calculer [ h(u) du.

12a (Variante proposée en 1996)

Question de cours

Théoréme de la dérivabilité d’une fonction composée.

Exercice
2 2

Soit, pour x € R, f(x) = / Arcsin Vi dt + / Arccos vVt dt.
0 0

a) Justifier pourquoi f est continue, puis dérivable.

b) Montrer que f est m-périodique, et comparer f(m — x) et f(z). Calculer f'(z)
pour x € [0,7/2]. En déduire f(z).
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¢) Montrer que Yu € [0,1], Arccosv1 — u? = Arcsinu + C, C constante.

d) En déduire que f(z) = fol Arcsin /t dt, et retrouver le résultat de b).

13

Question de cours

Les trois formules de Taylor. Définition de deux suites équivalentes.

Exercice

a) Soit f :t — In(1l + t); appliquer la formule de Taylor-Lagrange a lordre 1,
puis 2, & cette fonction et aux bornes a =0, b = x, x > 0.
- k S
b) On pose u,, = H(l + ﬁ)’ n € N*. Ecrire différemment w,,.
k=1

c¢) En utilisant a), montrer que u, = e* "% avec a,, — 1/2 et b, — 0. Conclure.

d) Déterminer un équivalent de L — u,, L = lim u,,.

14

Question de cours

Définition d’une intégrale. Formules «en t». Reégle de Bioche.

Exercice
Todt

a) Démontrer que | cost = ln(tan(g + g)), € ]-n/2,7/2[.

b) On pose y = ln(tan(g + %)) Montrer :

1) th% = tang
2)thy =sinx
1

3)chy = pt
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Question de cours

Formules de Taylor : Young, Lagrange et reste intégral.

Exercice
= k
Soit u,, = Zsin ol e N*.
k=1
a) Appliquer la formule de Taylor-Lagrange & u — sinu, & 'ordre 1, pour les
bornes 0 et x.

b) Transformer u,, et montrer que lirf Up = 1/2.
n—roo

n
¢) Retouver le résultat de b) en transformant la somme » sin —
k=1

n2
(poser 6 = 1/n?).

16

Question de cours
Définition d’'un DL en 0. Principaux DL. Forme canonique. Changement de

variable dans une intégrale.

Exercice

1 —cosz —x?/2

a) Calculer l}ir%) 2 —shz)

* dt
b) Calculer / POTITITER x € ]0,2[. (Questions indépendantes)
) _

17

Question de cours
Définition d’'un DL a ’ordre n en 0. Dérivée d’une fonction composée.

Développement limité d’une fonction composée.

Exercice
Soit f: R — R /Vz € R, f(z) = Arctan(e®).

a) Justifier la dérivabilité de f et calculer sa dérivée.

1
b) Montrer que pour x > 0, Arctanz + Arctan — est constant.
x

c) Déduire de b) que g — f(x) o e "

d) Donner un DL3 en 0 de f.

e) Calculer/ e f(t) dt.
0
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17a (Variante proposée en 1997)

Question de cours

Définition d’une fonction admettant un développement limité a ’ordre n.
Développement d’une fonction composée.

Exercice

Soit f: R — R, f(x) = Arctan(sinx).

a) Sans chercher a simplifier f, donner un développement limité & Uordre 3 de f,
en 0.

b) Etudier la parité de f, sa dérivabilité. Comparer f(z) et f(7m —x). Que peut-on
en déduire pour Gy, la représentation graphique de f? Calculer cos(f(x)) et

sin(f ().

c) Calculer foﬂ/Q cosx Arctan(sin ) dx.

18

Question de cours
Définition d’une suite croissante, décroissante, minorée. Inégalité des accroisse-

ments finis

Exercice
Up,

Soit la suite (up)nen/uo =1 et Vn € N, upq1 =€~

a) Soit g: R—R/Vx € R, g(x) = e=® — x. Montrer, en étudiant g, que g est
une bijection. En déduire 3/ € R, e = ¢.

b) Montrer que ¢ € ]1/e,1[. Montrer, par récurrence, que Vn € N, u,, € [1/e, 1].

¢) Montrer que Vn € N*, |u,, — £| < e~ "¢|u,_; — £|. En déduire la convergence
de (un).
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Question de cours

Théoréme de convergence d’une suite monotone. Définition d’une intégrale.
Théoréme des accroissements finis

Exercice
2n
Soit (un)n>1 la suite réelle /Vn € N*, u, = > 1/k.
k=n-+1

a) Montrer que (u,) est croissante et majorée par 1. Conclure.
Mlae 1 Podt

b) Montrerquer:EN,k;ZQ,/ —§—</ —.
kU TR pa t

c) Déduire de b) que lim wu, =In2.

n—-+o0o

d) Retrouver directement c¢) en utilisant un théoréme précis du cours sur l'inté-
grale.

20

Question de cours

Sens de variation d’une suite. Théoréme de convergence d’une suite monotone,
théoréme des gendarmes.

Exercice
2n
Soit (un)n>1 la suite telle que Yn € N* u, = > 1/k%
k=n+1

a) Montrer que Vn € N*, 0 < u,, <1/n. Conclure.
b) Montrer que u est décroissante.

Mg 1 Fodt
c) MontrerquereN,kZQ,/ t—zgﬁg/ er
k k—1

d) Utiliser ¢) pour trouver un équivalent de w,,.
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Question de cours

Définition de la continuité en un point, de la dérivabilité. Théoréme d’intégration

d’un DL.
Exercice
Soit f: R —R/Vz €R, f(z) = {i:/<ew_1) s?:vyég'
six =

Montrer 4 ’aide de la définition que : 1) f est continue en 0; 2) f est dérivable
en 0.

Etudier f et tracer G; (on précisera 'asymptote)

Donner un DLy en 0 de fox f(t)dt (on ne cherchera pas a calculer l'intégrale)

22

Question de cours

Définition d’une intégrale; énoncé précis relatif a la dérivation d’une fonction com-
posée. Théoréme des accroissements finis.

Exercice

Justifier la dérivabilité de F' et calculer F’(x). Variations de F'?

En utilisant le théoréme des accroissements finis et la croissance fonctionnelle,

o T
montrer que F(x) 5 o) et F(x) o na)?

Montrer que F' admet un prolongement continu en 0, et que ce prolongement
est dérivable.

Que peut-on dire de la branche infinie de G, la représentation graphique de
F?
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Question de cours

Définition de I'intégrale. Changement de variable. Intégration des inégalités

Exercice

Soit, I, = / t*(Int)™dt, n € N.
1

Calculer Iy, I.

b) Montrer, & ’aide d’un changement de variable, que I,, = fol tne3t dt.
3
c) Utiliser b) pour montrer que 0 < [, < 1 Conclusion 7
d) Relation de récurrence entre I,, et I,,.1. Calculer hr}rl nl,.
n—-1+oo
24

Question de cours

Intégration des inégalités. Intégration par parties.
Formule du changement de variable.

Exercice

/4
On pose I,, = / (tant)?"dt, n € N.
0

a)

b)

Calculer Iy et I.

u2n

14+ u?

1
«naturel». En déduire 0 < [, <
2n +

du en utilisant un changement de variable

1
Montrer que I, = /
0

T Conclusion ?

Trouver une relation de récurrence entre I, et I,,,1. Calculer I,.




Solutions et commentaires

Question de cours

On dit que z € C est une racine cubique de I'unité si z> = 1. Cette équation
admet les trois solutions 1, j et j?, avec j = e*/3 = (=1 + i\/?;)/Z, et
2 4im/3 _ T

o =e = (
faire remarquer que 25 — 1 = 0 < (z — ])(z2 + 24 1) = 0. De méme, il n'était

il faut savoir le redémontrer, mais il suffisait probablement ici de

sans doute pas nécessaire de donner la liste de toutes les propriétés utiles de j, telles que
T+5+ jz = 0, ou de parler du triangle équilatéral formé par leurs images; mais cela
ne peut pas faire de mal, si c’est fait briévement). On appelle 1mage (ponctuelle)
d'un complexe z = a + ib le point M de coordonnées (a,b) (dj}ls un repére

orthonormé (O, u, v) fixé), et tmage vectorielle de z le vecteur OM = au+bv.

—
Réciproquement, z s’appelle ’affixe de M (ou du vecteur OM).

Exercice

a)

Notant z5 1’affixe du point A, et z,, I'affixe du vecteur v, on sait que ZAp = 2B
AC  |c—d|
AB  |b—q|’

—
za, et que AB = ||AB|| = |zg —za|; on aura donc D’autre part,

=
on sait que 'argument de zp est égal a ’angle (Ox, OM), et que Arg(z,/z1) =
Arg(zy) — Arg(z1) (& 2kmt pres); on en déduit (a I'aide de la relation de Chasles

N
pour les angles) que (AB,AC) = Arg(c — a) — Arg(b — a). Posant Z =

c—a
b—a?

. AC —= —
on peut aussi remarquer que AB |Z|, et que (AB,AC) = Arg(Z).

En particulier, pour que le triangle ABC soit équilatéral, il faut et il suffit

o 5 TE ARy
qu’il soit isocele en A (AB = AC) et que l'angle A = (AB,AC) vaille +7t/3.

On devra donc avoir Z (défini en a)) = e*/3; or cela revient a dire que
Z=—jouZ=—j* Ainsi,sia=T1+1ietb =2, c doit vérifier I’équation
> (141
(c=2) = —(c — (1 +1))j, de solution ¢; = %*]”)J = Sj2— (1 41i)j) =
3—V3+(1=+3)i
3+ \/_)1, ou I'équation (c —2) = —(c — (1 +1))j?, de solution ¢, =
5 3+ (143
2—(1+1)j 1 i
1(+—_|j_21)] = _j2(2— (] +i)j2) = 3+ V3 +2( + 3)1. On peut faire remarquer

que l'existence de deux solutions était géométriquement évidente (C est a l'intersection des

cercles de centres A et B, et de rayon AB).

Plus généralement, si le triangle ABC est équilatéral, c’est, dans tous les cas,
que Z = —j ou Z = —j2, donc que (c — b) = —j(c — a), ou que (c — b) =
—j%(c — a) = —j(c — a). Développant la premiere relation, on obtient donc
aj+b+c(—=1—-j) =0, et comme 1+j+j? =0, multipliant par j, on obtient
aj? + bj + ¢ = 0; de méme, la seconde relation implique aj? + bj + ¢ = 0.
Réciproquement, partant par exemple de aj? +bj+c = 0, on obtiendra Z = —j
si ¢ # a (et alors on aura également ¢ # b et a # b); en d’autres termes,
le triangle ABC sera équilatéral des que A et B seront distincts.
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d)

Excluant le cas a = b, on vient de voir que ABC équilatéral <= aj?+bj+c =0
ou aj? +bj+c=0 < (aj?+bj+c)(aj? + bj+c) = 0. Développant cette
derniére expression (et remarquant que j°> = j), on obtient a? + b? 4 c? +
ab(j? + i) + ac(j +j?) + be(i? +j) = 0, et comme 1 +j2 = j2 +j* = —1,
on en déduit finalement que ABC équilatéral <= a?+b?+c? = ab+ac+bc

(sia#b).

Question de cours

Les définitions des bijections et bijections réciproques sont classiques (voir cha-
pitre 6, formulaire) ; ne pas «confondre» fonction et image : f~' est 1’application
de B dans A qui a tout b € B associe l'unique antécédent de b par f, c’est-a-dire
que f(f~1(b)) = b. La définition «officielle» du DL,, de f est (chapitre 10) :
«'unique polyndéme P de degré < n (s'il existe) tel que f(x) = P(x) + x™e(x),
ol ¢ est une fonction telle que ilil%) e(x) = O». Les principaux DL a connaitre

sont ceux de x — (1 +x)¢, de x — In(1 + x), et des fonctions exp, sin et cos,
ainsi peut-étre que celui de Arctg (voir le formulaire du chapitre 10).

Exercice

a)

b)

Comme on a f(x) = VX2 +2x+5 = 1/(x+1)2+4 > 2, on voit que f est la
restriction & [—1,4+oo[ d'une application de R dans [2, +oo[, donc f est une
application.

Cherchons les antécédents par f de y > 2. 1l s’agit des x > —1 tels que
f(x) = vy, c’est-a-dire tels que x> + 2x + 5 = y?, donc (x + 1)? = y? — 4.
Comme, par hypothese, x > 1 et y2 > 4, on voit qu'il existe un seul antécédent
dey, x=f"1(y) = =14 +/y2 — 4. Ceci montre que f est bijective, et que !
est la bijection de [2, +oo[ vers [—1, +o0o[ donnée par f~! : x —» —14++/x2 — 4.

On voit facilement que f est croissante (sur [-1,+oo[) (et f est de classe C*°
sur cet intervalle, par composition); comme on a f(x) = x1/1+ 2/x +5/x2 =
xv/1+1u, avec u = 2/x +5/x?> et lim u = 0, on peut donc écrire f(x) =

xX——40c0

x(14+u/2)+ue(u) (avec limO e(u) =0), donc f(x) =x+1+5/x+(24+5/x)e(u),

ce qui montre que lirglrl f(x)—(x+1) = 0, et donc que la droite [Y = X+ 1] est

asymptote oblique a G (et située au dessus du graphe, puisque e(u) < 0, mais il
faudrait calculer un DL, pour le montrer rigoureusement). Remarque importante :
on n'’oubliera pas de ne tracer que la portion du graphe correspondant au domaine de f,

soit la partie située & droite de . = —1

Le cours préconise 1'utilisation de la forme canonique pour les radicaux du
xX

xX
second degré; on a donc I(x) = J (t* + 2t +5)"/2dt = J (t+1)2+4dt =
0

0
1T [(t+1)2 t+1
EJ % + 1 dt; posant T = %, puis u = sh_1(T), on aboutit a
0
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sh™"((x+1)/2)
J Ch2 u du. On sait (et il faut au besoin savoir le redémontrer)

I(x) =
sh=1(1/2)
que sh™' x = In(x 4+ v/x2 + 1), tous calculs faits, on obtient

X +
2

Il n’était matériellement pas possible de terminer ces calculs dans le temps imparti; on ne

1
I(x) = Vx2+2x+5+2In(x+ 1+ Vx?+2x+5)—1n4.

demande a l'éleve que de connaitre la démarche d’intégration, et de savoir manipuler les

fonctions hyperboliques réciproques.

3

Question de cours

La formule de changement de variable demandée (c’est-a-dire celle de calcul d’une

intégrale par changement de variable, comme |’exercice le laissait supposer; mais il n’était
b d

f(x) dx = J f(@(t))@'(t)dt, ol @ est
a C
une application dérivable de [c¢’, d’] vers D¢ (en posant ¢’ = min(c,d) et d' =

max(c, d)), telle que @(c) = a et ¢(d) =b. On l'utilise souvent (mais ce n’est
pas indispensable) avec ¢ difféomorphisme (bijection dérivable, de bijection
b ¢~ '(b)

ax=|  iem)ema

pas défendu de demander des précisions) est J

réciproque dérivable), sous la forme J
a

Exercice

2)

Il suffit de montrer que tout t > 1 (donc tel que t> — 1 > 0) posséde un
x+3
x+ 1

1/2
antécédent unique x > —1, donc de résoudre ( ) = t; on obtient

2

t = @(u) est un changement de variable acceptable sur ] — 1,+00], puisque
X

c'est un difféomorphisme sur cet intervalle; on a donc F(x) = J e(u)du =
0

®(@” (1) (@~ ") (t) dt; comme on a (¢~ ')'(t) = 75—, on obtient
©(0) )
(P(X) _4t2

F(x) = J —
o0y (B2 =1)2
b
forme fz t(e Y (t)dt = to~! (t)‘ — fz @(t) dt; on obtient finalement (apres
a
2 1 1

J‘P(X) —4t

dt, qu’il est plus facile d’intégrer par partie sous la

la décomposition en éléments simples 2 111 1 n ]) :
@(x)
2t t+1
F(X) = ﬁ + In <t+—1> .
V3

On sait que (1 +u)'/? =14+ u/2 +ue(u), avec limO e(u) = 0. Comme @(x) =
u—
(1+2/(x+1))"/2, on peut écrire (quand x tend vers +00) que
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1
e(x)—1= mﬂ +2¢((x+1)7"), ce qui montre (par définition des fonctions
1

équivalentes) que ©(x) — 1 ~ et donc que o(x) -1 ~ —.
q ) que ©(x) fodbvarn ¥ que @(x) ot

Ja

Exercice

a)

On peut remarquer que vx2 +1 > vx2 = |x| > —x, et donc que Vx € R,
f(X) > (. Ce contrdle est indispensable compte tenu de la définition de f (de son ensemble
d’arrivée, pour &tre exact): une erreur grave serait de se contenter de remarquer que
22 +1> 0, et donc que f(x) «existe».

Pour montrer que f est bijective et déterminer f~'(y),, il suffit (appliquant les
définitions), de résoudre I’équation x++/x? + 1 = y (et de montrer qu’elle admet

une solution unique pour tout y > 0). Or elle implique x* 4+ 1 = y? 4+ x? — 2yx,
21

donc x = , et réciproquement cette solution convient.

On remarque que f o g(t) = f(g(t)) = sht + v/sh®t+1 = sht + cht = et,
ce qui montre que f o g est une bijection de R vers R™; comme on sait que g

est bijective (et que g~ ' (u) = sh™' (u) = In(u + vuZ + 1)), on en déduit que
f = expog™! est également bijective.

Le changement de variable u = ¢(t) = g(t), fortement suggéré par 1’énoncé,
—1

aboutit & X f(u) du= [0 ) g/(t)(fog)(t)dt = [FOFTV* I (cht)et dt, soit

JX ettt 2t]1n(><+\/x2+1) ~ 2In(x + VX2 + 1) 4+ 2%% + 2xVX2 + 1

; f(u) du 2 . 1

4

Question de cours

f est une bijection de A vers B si f est une application (une fonction partout
définie) telle qu’a tout élément b de B correspond un antécédent unique par
f (c’est-a-dire que Vb € B, Jla € A, f(a) = b). L’application qui a b associe
cet antécédent s’appelle la bijection réciproque de f et se note f~', on a donc
(pour tout a € A et b € B) b =f(a) &= a=f""(b). Une application d'un
sous-ensemble I de R (généralement, I est un intervalle non réduit a un point)

f(x) — f
vers R est dite dérivable si, en tout point a de I, la limite lim —(X) a(a)
x—a X —

existe et appartient a R (cette limite, f'(a), s’appelle le nombre dérivé en a).
Si f est bijective, dérivable en a, et si f'(a) # 0, la bijection récipoque g = f~!

est dérivable en b = f(a), et I'on a ¢g’'(b) = ———, ce qui montre que sur I"image

f'(a)
1

par f d’un intervalle ot1 f ne s’annule pas, (f~') = ot
o]
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Exercice

a)

f est une application, puisque x > 0 = x/(1 + /x) > 0; résolvons (dans R.)
'équation f(x) = y; on a, posant X = /x, X — Xy —y = 0; pour y > 0,
cette équation du second degré posséde deux racines, de produit —y < 0, ce
qui montre qu’elle admet exactement une racine positive, donc f est bijective;
(v + V2 +4y)?

7 .
En tout point x > 0, f est dérivable, comme quotient de fonctions dérivables.
En 0, on a f(x) — f(0) = f(x), et comme ilir(l) f(x)/x =1, f est dérivable sur tout

X + 24/%)

et plus précisément, f~'(y) =

Ry, et f'(x) = 1750+ 52 pour x > 0, et f(0) = 1. Un calcul direct donne
f(x) = =3 + 1 pour tout x > 0, ce qui laisse supposer
A0+ vx)2x 201+ vx)3 ’
que f”(0) n’existe pas; de fait, comme lin%) f”(x) = —o0, une application soignée
xX—

du théoréme des accroissements finis (& f’, sur l'intervalle [0,x]) montre que
liIIT(L)(f/(X) —f/(0))/x = —co. f est donc (sur R, ) de classe C', mais non de classe

D?. Comme f'(x) ne s’annule jamais sur R, on sait que f~' est également
dérivable sur R, .

5 x VX3
c) On a, posant u- =1t, | f(t)dt= du =
) Ona,p [RCET
VX 2
J (Qu? —2u+2 - m) du = 2x3/2/3 — x 4+ 2y/x — 2In(1 + /x). Plus
° 1 xn 1 2¢2n+1
généralement, I,, = J (—) dx = J (—> dt (en posant t? = x),
o \T++v/x o\ T+t
. L tN 4+ 1 N1
donc, remarquant que (formule des suites géométriques) — =t —
2 2 2
N-2 , (N-3 N .
e (=1 L. — _ = e
t +1t +(—1)", on obtient I, ] T +
2 — 21n(2).
4a
Exercice

a)

La justification de ce que f est une application est ici triviale (ce qui ne doit pas
empécher de I'énoncer clairement. .. ); f est dérivable sur ]O, +oo[ (comme composée
de fonctions dérivables), mais cet argument ne suffit pas en 0; il faut revenir a la

f
définition de la dérivée, ce qui ameéne ici a calculer 11Igl+ (TX) =1/(1+/x) =1;
xX—

cette limite étant finie, f est dérivable (4 droite) en 0.
On obtient aisément X = f~1(x) = (x + v/x2 + 4x)? /4
(en posant X = x(1 + v/X), puis t = v/X).
Il ne s’agit 13 que du calcul d’intégrales «classiques» : posant u = +/t, et
décomposant en éléments simples sans oublier la partie principale, on obtient

x Vx 23 2u3 VX

J f(t) dt:J Yogu="" w2 2u—2m(1 —|—u)]
0 o 1+u 3 0

2x4/x

3 —x +2v/x = 21In(1 + v/x)
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et
x VX uo Vx 5(1+u)—1
(t)dt=| —sdu=2 > u? R e v
L (t)d Jo (1+u)2du Jo u u” +3u—4+ (0T w2 du
X% dxy/x 2
- . 101n(1 S
3 3 + 3x — 8+4/x + 101n( +\/§)+(]+\/§)2

5

Question de cours

Les fonctions Arcsin, Arccos et Arctan sont les bijections réciproques de restrictions conve-
nables des fonctions sin, cos, et tan. Mais il est sans doute plus conforme a l’esprit de ces
questions de cours, ainsi qu’a 'utilisation du cours pour l'exercice qui suit, d’en donner les
définitions sur le modéle suivant (voir chapitre 5) :

x=Arccosx <— —-1<x<1,0<a<m, et cosax =x.

On dit que la droite d’équation [Y = aX + b] est asymptote au graphe de f en
+00 si la distance MP(x) (ou M et P sont respectivement les points du graphe
et de la droite, d’abscisse x) tend vers 0 quand x tend vers +o00, c’est-a-dire si

lim f(x)—ax—b=0.

X—-400

Exercice

a)

1) On sait que la fonction x — Arctan x est dérivable, de dérivée x — 1/(1+x2).
Appliquant le théoreme de dérivation des fonctions composées, on en déduit que,
sur ]0, +oo[, la fonction x — Arctan (1/x) est elle aussi dérivable, de dérivée
x = 1/(0+(1/x)?) x (1/x)) = =1/(1+x?). Ainsi, sur l'intervalle R* , la fonction
0 est dérivable, de dérivée nulle, ce qui montre qu’elle est constante.

2) On sait que &« = Arctanx <= tanax = x et —7/2 < « < 7/2; de
méme, posons 3 = Arctan(1/x); on aura donc tanf3 = 1/x, et si x > 0,
onaura 0 < o < 7t/2, 0 < 3 < 7t/2. Calculons alors cos0(x) = cos(x + ) =
cosxcos B — sinasinB. On sait que cos? & = 1/(1 +tan? o) = 1/(1 + x?),
et donc que cos? B = 1/(1 4+ 1/x?); compte tenu des encadrements de o et 3,
on a cos x > 0, par exemple, et donc cosax = (1 + Xz)_VZ et cos 3 = xcos«.
De méme, on a sin?x = 1 — cos? & = cos? B, sin’ B = cos®x et sinox > 0;
en définitive, on obtient donc cos0(x) = 0, et comme 0 < 0(x) = x+ < m,
on voit directement que, pour tout x € R}, 6(x) = /2.

f est paire (comme produit de fonctions impaires), de classe C*°; on a, sur

X
/ —
10, +oo[, f'(x) = Arctanx + e

10,4+0o[. On a le DL,, de Arctan suivant: Arctanx = x — x3/3 +x°/5 —

4 (=) /(2n 4 1) + o(x?™2). Or on a vu en a) que (pour x > 0)
Arctan(1/x) = m/2 — Arctanx; on a donc, posant X = 1/x, Arctan(X) =
/2 — (x —x%¢(x)), avec ilir(l) e(x) = Xl—i>1—11—100 ¢(1/X) = 0. Remplagant, on obtient

f(X) = nX/2 = 1+ (1/X)e(1/X), donc XliI_E (f(X) = X/24+1) = 0, ce qui

> 0, f est donc strictement croissante sur

montre que la droite A, d’équation [Y = 7X/2 — 1], est asymptote oblique
au graphe G¢. Plus précisément (en prenant un DL3), le méme calcul montre
que f(X) = nX/2 — 1+ 1/3X% + 1/X3¢1(1/X), et donc que f(X) — X/2 4+ 1 =
1/(3X2)(1 4+ e1(1/X)/3X). Quand X tend vers +oo0, comme iiII?(L)XE] (x)/3 =0,
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la définition de Cauchy (en prenant ¢ = 1/2) implique qu'il existe un A = 1/«
tel que, pour tout x, 0 < x < & <= X > A = (1 + &(1/X)/3X) > 1/2,
ce qui montre que, pour X > A, le graphe G¢ est au-dessus de ’asymptote A.

x t2Arctan t|x

c) Par intégration par parties, on trouve I = J tArctantdt = ——| -

0 2 0
J x 2 x2 1 J x 1 x2 x Arctanx
2(1 ‘

dt=- |- ydt=- %
ey e i) hal f AUl el il T ) Sl B

6

Question de cours

Soit A(n) une propriété de ’entier n que l'on veut démontrer par récurrence.
Une démonstration par récurrence simple de A consiste a montrer que A(0)
est vraie («base» de la récurrence), puis que si A est vraie pour un entier k
quelconque, elle est encore vraie pour ’entier suivant k +1: Vk € N, A(k) =
A(k+1) (on dit que A est héréditaire). (La présentation : Vk € N*, A(k—1) = A(k),
plus pratique a l'oral, s’applique particuliérement bien dans le cadre de l’exercice proposé
ici). Une démonstration par récurrence cumulative de A consiste & montrer que
A(0) est vraie, puis que si A est vraie pour tous les entiers précédant k+ 1, elle
est encore vraie pour k+ 1:Vk € N, (Vj € N,0 <j <k = A(j)) = A(k+1).

Exercice

a)

On sait (théoréme de composition des limites) que lim u, = lm u,_;.
n—-4oo n—-+4oo

Remplacant dans 1’équation de récurrence définissant u,, on voit que, si u,
converge vers {, on aura { = ( liIJIrl I +1))€ +1,donc{=¢{/24+1=(=2.
n—

n+4

+3
C’est évidemment vrai pour n = 0, puisque uy = 1 < 4/3; supposons, pour un
2k—=1)+4
(k—1)+3
2k +2 k < 2k+2 k 2k +2

Koo omAmat = S oW S e 2 T T k120
pour k > 0, on a

2k+2 2k+4 .
2k + 2)(k = 2k? k
k_i_2<k+3,pulsque( + 2)(k + 3) +8k+6<
2k? 4 8k + 8 = (2k + 4)(k + 2); A(k) est donc vraie, et, par récurrence, A(n)
2n 44 )
T3

Comme, pour tout n, (2n +4)/(n + 3) < 2, on vient de montrer que la suite
n+2

Montrons par récurrence (simple) que Yn € N, A(n) : u,, < est vraie.

certain k > 1 (hypothése de récurrence), que A(k—1) : up_1 <

est vraie pour tout n (on pouvait remarquer que cela prouvait en fait u, <

U, est majorée. On a de plus (pour n >0) uy —un_1=1—
2n+2

n+2
(un), étant croissante majorée, converge donc (d’apreés le théoréme de la borne

supérieure), et on a vu en a) qu’elle a pour limite { = 2.

(puisque up_1 < ), ce qui montre que (u,) est croissante. La suite

Montrons par récurrence la formule donnée dans 1’énoncé : pour n = 0, on a bien

0
1
u =1= m <];)(k+ 1)2k). Supposons que cette formule soit vraie
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1 n—1
pour n—1 (avec n fixé > 1), donc que u,, 1 = =T (Z (k+ 1)2k> ; on aura
k=0

n—1 n—1
. n 1 ) 1 "
doncun—1+2n+2n2n_] <E (k+1)2>—(n+])2n(g (k+1)2>+

k=0 k=0
(n+T1)2™
(n+1)2n’

donc la formule est encore vraie pour n, et, par récurrence, elle est

(i(k—i—])zk) )

: . : . . : k=0
toujours vraie. On sait que nEI}—loo u,, = 2 donc que nEIJIrlOO (n 4 )2t

1; par définition (puisque aucune de ces deux suites ne s’annule), cela entraine

que (Z (k + 1)2k> ~ M+ 12T ~ n2ntl
k—0 +oo +oo

6a

Exercice

a) On sait (théoréme de composition des limites) que lim u, = lm u,_;.
n—-4oo n—-+4oco

Remplacant dans 1’équation de récurrence définissant wu,, on voit que, si u,

converge vers {, on aura { = ( liIJIrl g+ 1, donc t=¢8/2+1=10=2.
n—roo

2n+3

Montrons par récurrence (simple) que Vn € N, A(n) : u, < - est vraie.

C’est évidemment vrai pour n = 0, puisque up = 1 < 3/2; supposons, pour un

2(k—-1)+3
certain k > 1 (hypotheése de récurrence), que A(k—1) : w1 < —((k ]))_:_2 —
2k +1 = k " N <Zk+1 k N o 2k+ 1
PEE R e KT T kT kT T T ke o
+ +3
2 2) = 2k? 2
pour k > 0, on a T < k_i_z,pulsque( k+ 1)(k + 2) ks +5k+2 <

2k? 45k + 3 = (2k + 3)(k + 1); A(k) est donc vraie, et, par récurrence, A(n)

est vraie pour tout n (on pouvait remarquer que cela prouvait en fait u, <

Comme, pour tout n, (2n + 3)/(n + 2) < 2, on vient de montrer que la suite
n+1
U, est majorée. On a de plus (pour n >0) upy —un_1 =1— Zn—:- TUn—1 >0
n+1

(puisque Uy 1 ), ce qui montre que (U, ) est croissante. La suite

- n+l
(uyn), étant croissante majorée, converge donc (d’apres le théoréme de la borne

supérieure), et on a vu en a) qu’elle a pour limite { = 2.

Montrons par récurrence la formule donnée dans 1’énoncé : pour n = 0, on a bien

20(01) < C (2K +1)!

uo = T= "=, 2K (K1)2

> (puisque 0! = 1). Supposons que cette for-

=02 2k +1)!
mule soit vraie pour n — 1, donc que u,_1 = ]
" (2n —1)! ];) 2k(k!)?
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on aura donc

B n 2 (n=1N? ["& @2k +1)!
U= T T e ) (Z—>

2 2 (-2 S 2Kk + 1)
Tn@n+l) (@noT) (;W)

2 (nl)2 <T‘i (2k+1)!> L)’ @t

@n+ )\ & 2502 ) T @ne T 22

donc la formule est encore vraie pour n, et, par récurrence, elle est toujours
vraie.

7

Question de cours

Soit A(n) une propriété de l'entier n. Une démonstration de A par récurrence
(simple) consiste a montrer que A(0) (ou, plus généralement, A(ng)) est vraie
(«base» de la récurrence), puis que si A est vraie pour un entier k quelconque,
elle est encore vraie pour 'entier suivant k + 1: Vk € N, k > no, A(k) =
A(k + 1) (on dit que A est héréditaire). Alors, par récurrence, A(n) est vraie

pour tout n > ny.
n nn-1x---x(n-— 1 n!

On note le nombre ( ) ( p+1) = ; on appelle
p _ p(p—T)x---x1 ~ pl(n—p)!

ces nombres les coefficients du bindéme, car ils interviennent dans la formule

n
de Newton (formule du bindme) : (x + y)™ = Y_ (le) x*y™~*. On montre
k=0

. . . n n . .
facilement la propriété de symétrie (p) = <n p) ; 11 est un peu plus délicat

1
d’obtenir la relation de récurrence <n) + ( " ) = (n + ), pour laquelle
p p+1 p+1

. e . n .
il est commode d’utiliser la convention . =0sip>nmn.

Exercice

a)

n
k

1 1
n>1; A1) : 1 x <]> = 1 x 29 est évidemment vraie, puisque ( ) =1;

n
1) Montrons par récurrence que A(n) : s, = ) k< ) = n2™"' pour tout
k=0

1
supposons que sk = K2X~1 pour un K fixé > 1. On aura alors sx,1 — Sk =

K+l /K41 K /K
SK+1—K2K_]:Zk<+>—Zk<>=
k=0 k k=0 \K

[Cet exercice est un bon exemple du rdle de la préparation écrite. Il devenait vite clair
que la démonstration par récurrence était trés délicate; il convenait donc de préparer
soigneusement la suite de l'exercice, puis, au tableau, d’exposer le schéma de la récurrence,
d’avouer qu’on n'avait su la mener a son terme, mais que la suite de l’exercice avait été
faite...]

:K+1+£ ((K;”)—(D) :K+1+£ k(kEJ :K+1+Kf(k+1)<];>
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K=1 /K K=1 /K
(par décalage), donc sk+1 —sk = K+ 1+ ) k + > =K+1+
k=0 k k=0 k

sk — K4 2X — 1 (en utilisant la formule du binéme pour cette derniére somme,
écrite sous la forme (141)*). Finalement, on a donc la relation sk 1 = 2sk +2X,
et la récurrence devient facile, en effet (par hypothese) sk, = 2K2K-T 4 2K =
(K 4+ 1)2K; 1a propriété est donc héréditaire.

n
2) Plus simplement, on remarque (par changement d’indice) que s, = > (n—
k=0

I

donc que l'on a bien s, = n2""' !
[Ce qui confirme la remarque précédente; il était en particulier essentiel de ne pas se

décourager en voyant que les calculs de a) n’aboutissaient pas.]

n
On sait (formule du binéme) que S(x) = (1 +x)™ = G{L) x¥; dérivant,
k=0

n
on obtient donc §'(x) = n(1 +x)"" ' = ¥ (2) kxk— 1,
k=0

Prenant x = 1 dans cette derniére formule, on retrouve bien /(1) = n2"~! =

n
> k(z) = sn. De méme, prenant cette fois une primitive de S(x) (par
k=0

(1™ i (LL)XW

t d
— D , et donc,

exemple celle valant 1 en 0), on trouve

k=0
avec x = 1,

g (1) o

k:Ok+1 n+1

8

Question de cours

Soit A(n) une propriété de l'entier n. Une démonstration de A par récurrence
(simple) consiste a montrer que A(0) (ou, plus généralement, A(ng)) est vraie
(«base» de la récurrence), puis que si 4 est vraie pour un entier k quelconque,
elle est encore vraie pour l'entier suivant k + 1: Vk € N, k > no, A(k) =
A(k + 1) (on dit que A est héréditaire). Alors, par récurrence, A(n) est vraie
pour tout n > ny.

La formule du binéme dit que (pour tous les x et y complexes) (x + y)" =

LIS (O ny n!
kéo (k)x Y-, avec (k) T Km k)

Soit a et b deux entiers relatifs (avec a # 0). On dit que b est divisible par a
(ou que a divise b) s’il existe un entier relatif k tel que b = ka.
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Exercice

2)

Il est clair que 7 divise Ag = 5° — 2° = 0 (puisque 7 x 0 = 0). Supposons
(hypothese de récurrence) que 7 divise Ay = 5°% — 23% c'est-a-dire que 5°% —
23k = 7d. On aura alors Ay, q = 5°k+6 — 23k+3 — 567, 4 5623k _ 23k+3
50 Ay — 23%(5% — 8) = 7(5%d — 23 x 2231), puisque 5° — 8 = 15617 = 7 x 2231.
Ainsi, la propriété est héréditaire, et donc, par récurrence, toujours vraie.

Remarquant que 5 = 7 — 2, et utilisant la formule du binéme, on voit que

6on on
An — (7_2)6n _23n — _23n+ Z <6TL> 7k26n—k — 7( Z <6T\.> 7k—126n—k)+

— \ k — Lk

k=0 k=1

26m _ 23n- 4] suffit donc de montrer que 23™ — 1 est toujours divisible par 7.
n—1

Or, d’apres la formule des suites géométriques, on a 8™ — 1 = (8 — 1) 5 8k,
k=0

ce qui termine la démonstration.

Plus généralement, appliquant la formule des suites géométriques (sous la forme
n—1

X" =1 = (x—1) > x* pour n > 1) & x = a/b, on obtient (pour b #
k=0

n—1
0) b™((a/b)™ — 1) = b((a/b) — Db > (a/b)¥, donc a™ — b™ = (a —
k=0
n—1
b) > a*b™ 7% (ce qu'on pouvait aussi contréler en développant ’expres-
k=0
sion proposée); on en déduit donc, en posant a = 5% et b = 23, que A, =

n—1 ) )
15617 5~ 56m—61=6231 " ce qui montre que A, est divisible par 7 (ainsi que par

i=0
2231 = 23 x 97).

9

Question de cours

Soit un une suite vérifiant la relation de récurrence un,» = aunii + buy
(dite relation de récurrence linéaire a deux termes). On voit aisément par
substitution que les suites géométriques v, = Ak™ (avec k # 0) vérifiant la
méme relation sont celles pour lesquelles k satisfait 1’équation caractéristique
k? = ak + b. Si cette équation posséde deux racines (réelles ou complexes)
distinctes k; et k2, on montre (par récurrence) que la suite u,, est combinaison
linéaire des suites géométriques correspondantes, c’est-a-dire que u,, est donnée
par la formule explicite u, = Ak} + Bk}, ot A et B sont des constantes ne
dépendant que de ug et u;. Sil’équation caractéristique admet la racine double
ko = a/2 (et donc, si a> = —4b), u, est donnée par u,, = (An + B)k%.

Soit A(n) une propriété de l’entier n. Une démonstration de A par récurrence
(simple) consiste a montrer que A(0) (ou, plus généralement, A(no)) est vraie
(«base» de la récurrence), puis que si A est vraie pour un entier k quel-
conque, elle est encore vraie pour l'entier suivant k + 1: Vk € N, k > ny,
A(k) = A(k + 1) (on dit que A est héréditaire). Alors, par récurrence, A(n)
est vraie pour tout n > ny.

Les formules d’Euler définissent les fonctions trigonométriques a ’aide de l'ex-
eix + e—ix eix _ e—ix
f; sinx = ———— La formule de

ponentielle complexe : cosx = 2
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Moivre utilise la relation cosx + isinx = e, définissant 1’exponentielle com-
plexe, pour obtenir (cosx + isinx)™ = cosnx + isinnx.

Exercice

[Il fallait d’abord, bien évidemment, faire remarquer que, pour 0 < 6 < 7, on avait siné > 0,

et que les formules de 1’énoncé étaient donc toutes définies.]

. os s 1z i 1)6
a) Choisissons comme propriété a démontrer A(n) : u, = w et Unyy =
sin
i 2)6 in @ in 26
—sm(T,L +2) . OnaA(Q),carup =1= sme ,et u; =2cos0 = s (d’apres
sin© sin© sin 0

les formules de duplication). Montrons que A est héréditaire : il suffit donc

) . in(k 4+ 1)0 i in(k +2)0 .
de vérifier que si ux = M et si upqy = 5111(.—4—), on aura bien
(k4 36 sin 0 sin 0
Uy = w Remplacant dans la relation de récurrence définissant u,,,
sin

cela revient a montrer que sin(k + 2)0 = 2cos 0sin(k + 1)0 — sin0. Or, on sait

que sinp + sinq = 2sin P -; d cos P ; q ; on a donc bien le résultat cherché,

en prenant p = (k4 2)0 et q = 6.

b) Utilisant les résultats rappelés dans la question de cours, on voit qu'on doit
d’abord résoudre 1’équation caractéristique k? — (2cos @)k + 1 = 0, c’est-a-dire
(k—cos 8)? +5sin” 0; on obtient donc k1 = e'® et ky = e~ *®; comme 0 < 0 < pi,
k1 # k,. Ainsi, on aura u, = Aet™ +Be " orup=1= A+ B =1,

- - ’ 1—1icos®
et up = 2cos® = Ae'® + Be ® = 2cos0, donc A = ST ot B =

sin ©
14+ 1icos0

00 ; remplagant (et utilisant les formules d’Euler), on obtient finalement
sin

cos O sinnd ) . .
Un = cosno + R et comme sin(nO + 0) = sintcosnd + sinn6 cos O,
sin
on retrouve la formule obtenue en a).

c) Le résultat demandé peut s’obtenir par une récurrence immédiate, les P, satis-
faisant les relations Pp = 1, Py = 2X et P42 = 2XP 41 — P,,. Mais 1’énoncé
demandait plutét une démonstration directe : sachant (formule de Moivre)
que sinn® = Im((cos® +isin0)™), et posant X = cos 6, on a

sinnf = Z <n> X" PP~ T5inP 0
P

p impair
0<p<n
E(n/2) n
= (sin@) > (—1)k<2k+1>X”_2k_1(sinz ),

k=0

et comme sin” 0 = 1 — X?, on en déduit le résultat cherché : u, = P (cos 0),

E((n+1)/2)
avec P, (X) = (n 1 >X“‘2k(X2 — 1k,

Sy \2k+1
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Question de cours

2)

Une suite u = (u,,) est monotone si elle est croissante (Vn € N, upi1 > uy,)
ou décroissante (Vn € N, un41 < un). Si une suite u est croissante, elle
converge (vers sa borne supérieure) si, et seulement si, elle est majorée (IM,
vn € N, u, < M), et sinon, limu = +o00; de méme, si u est décroissante,
elle converge (vers sa borne inférieure) si, et seulement si, elle est minorée (Im,
vn € N, u, > m), et sinon, limu = —co0. On a la représentation graphique
suivante d’une suite définie par itération (w41 = f(un)) :

Y
(G¢)
O U W ur
Exercice
Y
(G¢)
uo O uq uy «-- X

(on peut constater sur ce graphique que les résultats des trois premiéres ques-
tions restent vrais méme si —1 < up < 0).

Montrons d’abord par récurrence que Vn € N, 0 < u,, < 1: la propriété est
vraie (par hypotheése) pour up; si 0 < ux < 1, on aura 1/2 < (1 +uy)/2 < 1,
donc 0 < v2/2 < U1 < 1. Pour tout x € J0,1[,ona 2x* -1 —-x < 0
(puisque les racines de ce trindme sont —1/2 et 1); on en déduit donc que
x < ((14x)/2)1/2, et en particulier que un < ((1+1n)/2)"/2 = Uny1; la suite
(un ) est donc strictement croissante.

La suite (u,), étant croissante et majorée (par 1), converge vers une limite

/1
(finie) {; on sait (par continuité de la fonction f : x — %), que f(£) = ¢
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(théoréme du point fixe), et que 0 < { < 1; comme ’équation x =

que la solution x = 1, on voit que limu,, = 1.

Posons 0,, = Arccosu,; on a donc cos0,, = u,, et 0 < 0,, < /2. Comme

Zuﬁ“ —1=1u,, et que cos 20,47 = 2cos? 0,41 — 1, on voit que cos20,, 1 =

cos 0. Or 20,1 et 0, appartiennent a l'intervalle ]O, 7t[ ; ayant le méme cosi-

nus, ils sont donc égaux. Ainsi, 011 = 0, /2, et, la suite 0,, étant géométrique,
.  Arccosupy . . . 2

ona6, =0y/2" = —m Ainsi, uy, = cos0, = cos20,+1 = 1—2sin” 0,

donc 1 —u, = 2sin? On. Or lim0O,, = 0, donc sinB, ~0,,. On obtient ainsi,

finalement :

(Arccosug)?

0= un ~20] = 5=

11

Question de cours

Si f et g sont dérivables jusqu’a 'ordre n en a, il en est de méme de f x g,
et I'on a, en notant f(¥) la dérivée k®™¢ de f, la formule de Leibniz :

(9@ = 3 (7)),
k=0

avec la convention f(©) = f,
On dit que P est le développement limité de f a l'ordre n en 0 si P est un

polyndéme de degré < m, et si 'on peut écrire f(x) = P(x) + x™e(x), avec
liIIT(l) e(x) =0.
xX—

Si f est dérivable jusqu’a 'ordre n+ 1 au voisinage de 0, f admet un DL,, donné
par la formule de Taylor-Young :

(k)
0= O xmep)
k=0 :
Exercice
m-N1" . .
a) fa(x) = x" " In(1+x) = g()h(x); v (x) = { m-T-0" sik<mn
0 sik>mn

(=) (k — 1)!

et h(W(x) = (1 0F (si k > 1); d’apres la formule de Leibniz, et pour
n n—1

tout x > —1, f{V(x) = ¥ (D gt (O (x) = ¥ (D gt () (x)
= k=0

(puisque le dernier terme de la somme est nul), et donc

£ () :“i (n>( (n=D! D (k- 1)!

Z\k) -1k (1 +x)"K

S () St i 2o,

o k) (1+x)nk
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n n n—1 /n
comme on sait que (1 + X)" = ) ( )X“_k =1+ > ( )X“_k, on en
k=0 k k=0 k

— —(n—1)!
déduit, en posant X = é, que f%n)(x) = y(ﬂ + X)™ = 1) et donc

que ¥x € 11, +oo[ — {0}, fV(x) = @(1 —(T+x)™™).

fn étant de classe C*° (comme produit de fonctions C*°), on a donc f&“)(O) =
. (=1

lim ——*

x—0 X

liIIT(L) ¢(x) = 0, on voit que f&“)(O) = lir% n! + g(x) =nl

(1—(14+x)™"); comme on a (T +x)~™ =1 — nx + xe(x), avec

(_])k—HXk

X +x'¢(x), on en déduit donc que f,,(x) =

j
On sait que In(1+x) = Z

j (_1)k+1xn—1+k

Z - +xm 1 g (x).

k=1

Et comme on sait, d’apreés la formule de Young, que le coefficient de xP du DL,,

de f est f(P)(0)/p! (pour n > p), on en déduit finalement (par unicité des DL)
stk<mn

0
que f09(0) = { D™ G s

k—n

12

Question de cours

Si f est dérivable en a et si g est dérivable en f(a), gof est dérivable en a et I'on
a (formule de dérivabilité des fonctions composées) (g o f)'(a) = f'(a)g’(f(a)).
Si f est continue sur un intervalle contenant a et b, elle admet des primitives
sur cet intervalle; notant F une de ces primitives (donc telle que F'(x) = f(x)),

on appelle intégrale définie de f entre a et b, et 'on note IZ f(x) dx, le nombre
F(b) — F(a).

Exercice

2)

Notant ¢ une primitive de f, on a (pour tout x > 0) F(x) = @(x) + o(1/x) —
2¢(0); F est donc dérivable (en tant que somme de composées de fonctions
dérivables) et F/(x) = f(x) — 1/x*f(1/x); d’aprés les hypotheses faites sur f,
on a donc F/(x) = 0, ce qui montre que F est constante sur 0, +oo[.
X . .
h'(x) = Arctanx + T2 ce qui montre que h est croissante sur ]0, +oo[
(c’est d’ailleurs vrai pour tout produit de fonctions croissantes positives). On
a lil’JIrl h(x)/x = 1/2, la courbe admet donc la direction asymptotique [Y =
X—T00

7ntX/2] ; calculons liIJlrl h(x) — 7x/2; posant X = 1/x, cela revient a calculer

Arctan (1/X) — /2
X—0 X '
f(1/x) = x*f(x), et donc que F(x) = Arctanx 4 Arctan(1/x) est constante,

ce qui montre que, pour tout x > 0, on a Arctanx + Arctan (1/x) = 2F(1) =

n/2. Ainsi, la limite cherchée est lim —A%an(x)

Posons f(x) = 1/(1 4 x?); on vérifie aisément que

= —1 (par définition du
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nombre dérivé), et finalement le graphe de h admet (en +00) une asymptote

X
oblique d’équation Y = X/2—1. Calculons H(x) = J h(u) du; par intégration
0

par parties, on a H(x) = u?Arctan (u)/2 du; cette derniére

X JX uz
0 0 2(1 +LL2)

intégral tJXuZJF]_]d (x— Arctanx)/2, et 'on obtient donc H(x)
mtegrale vau ——— du = (X—Arctanx € OIl ODTIENY onc X) =
; o 2(T+u?) |

((x? 4+ 1)Arctanx — x)/2.

12a

Exercice

2)

Notant G une primitive de g : t — Arcsin+/t et H une primitive de h : t —
Arccos /1, on a f(x) = G(sin” x) + H(cos? x) — G(0) —H(0) ; f est donc dérivable
(en tant que somme de composées de fonctions dérivables), ce qui implique
qu’elle est continue.

2 2 2

Comme sin’(x + 1) = (—sinx)? = sin’x, et que cos?x = 1 — sinx, on voit
que f est m-périodique, de méme, (7t — x) = f(x). Sur lintervalle [0,7t/2],
on a f'(x) = sin(2x)(g(sin® x) — h(cos? x)), or v/cos? x = cos x sur cet intervalle,
et donc h(cos? x) = x; finalement f'(x) = 0 et f est constante sur [0,71/2], donc
sur [0, 7] puisque f(m—x) = f(x) et finalement sur R tout entier, par périodicité.

Ainsi, pour tout x € R, f(x) = f(r/2) = J Arcsin vt dt.
0

Soit o = Arcsinu, on a donc 0 < o < 71/2 et sinx = u, donc cos x = /1 — u?
(puisque cos & > 0), et finalement & = Arccos+/1 — u?, puisque ces deux angles
sont dans l'intervalle [0,71/2] et ont le méme cosinus.

sin? x
Posonsu=1-1, onadoncJ Arccosvtdt = —J Arccosv1 —udu;
0 1
on vient de voir que (pour u € [0,1]) Arccos/1 —u = Arccos+/1 — (Yu)? =
sin? x 1
Arcsin+/u, on a donc f(x) = J Arcsin vt dt + J Arcsinyudu =

0 sin? x

COS2 X

1
J Arc Sin\/{dt (d’aprés Chasles). [Cette derniére intégrale est calculable en posant

0
1

2 u, ou par intégration par parties; on obtient par exemple f(x) = t Arc sinvt| —

t = sin

1

tdt

= /4 (la derniére intégrale nécessitant de plus un passage i la limite), mais
0 V1=t

I’énoncé ne le demandait pas, et il semble difficile de le trouver dans le temps imparti]
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Question de cours

Si f est dérivable jusqu’a l'ordre n + 1 sur un intervalle contenant a et b,
il existe ¢ compris entre a et b tel que

n (b _ a)n—H
g f(k)( ) + Wf(““)(c) (Taylor-Lagrange)

que l'on peut réécrire sous la forme 30,0 < 0 < 1 tel que

n

f(b) = Z (bi—f)kf(k)(a) + %f(nJr])(a + 0(b — a)) (Mac-Laurin),
k=0 ’

d’ol, avec a = 0 et b = x, le DL de Young :

f(x) = f(k]i&xk + xMe(x).
k=0 )

Enfin, et en supposant que la dérivée (n + 1)-éme de f soit continue, on peut
exprimer cette formule avec un reste intégral :

n

o) =y C— )+ Jb L= D i gy at.

= ! «

Deux suites u et v sont équivalentes (ce que 'on note u~v ou u, ~vy) s'il

existe une suite (e,,) telle que up = v (1 + €4) et que ( lim )en =0.
n—-+oo

Exercice

a)

On obtient successivement In(1 + x) = x — x?/2(1 + 0x)? et In(1 +x) = x —
x?/2 4+ x3/3(1 + 0x)3, avec 0 < 8 < 1. On déduit aisément de la premiére
formule 1'encadrement x — x?/2 < In(1 4+ x) < x, valable pour tout x > 0.

n
On peut écrire u, = e’~, avec v, = Y_ In(1 + k/n?).
k=1

n
Additionnant les encadrements obtenus en a), on a donc Z (k/n? —k?/2n%) <

=1
vn < Y (k/n?); comme Zk:“(“Tet queZkZ n(n + )6( n+ )’
=] k=1

le théoréme des gendarmes montre que v, converge vers 1/2 et donc que

limu,, = \/E [Ce n'était pas tout a fait la forme réclamée par ’énoncé, lequel demandait
de montrer explicitement que les sommes des restes tendaient vers 0, et il faudrait sans

doute justifier & l'oral ce léger écart destiné & alléger la présentation du résultat]

On a /e —un = /e(1 —e""~1/2). On sait que 5 (k/n? —k?/2n*) -1/2 <
K=1

-1/2< Z (k/n?) — 1/2, mais cet encadrement n’est pas assez précis pour

pouvoir conclure Utilisant alors I’encadrement résultant de la formule de Taylor
a l'ordre suivant, x — x?/2 < In(1 4+ x) < x — x?/2 + x3/3, un calcul patient
n?(n+1)>?

montre que v,; — 1/2~1/3n,
4

n
(utilisant aussi le fait que Z K=
k=1
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d’ott on déduit (puisque e* — 1 rgu) que /e — U, ~ —+/e/31n. [Il ne semble pas
raisonnable d’exiger ce calcul dans le temps limité imparti aux candidats, et 1'on peut
déja considérer comme treés satisfaisant d’avoir vu que l'encadrement de v, «a l'ordre 1»

n’était pas suffisant pour conclure]
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Question de cours

Si f est continue sur un intervalle contenant a et b, elle admet des primitives
sur cet intervalle; notant F une de ces primitives (donc telle que F/(x) = f(x)),

on appelle intégrale définie de f entre a et b, et 'on note fz f(x) dx, le nombre

F(b) — F(a).

2t
Posant t = tan(x/2) (avec x # 7+ 2km), on a (formules «en t») sinx = I
1= t? oy — 2t
cosx = —— et tanx = ——.
T+1t2 112

Les regles de Bioche permettent de déterminer des changements de variable effi-
caces pour intégrer des expressions trigonométriques : si f(x) = @(sinx, cosx)
est impaire, on utilisera x = Arccost, si f(m — x) = —f(x), on utilisera x =
Arcsint, enfin, si f est m-périodique, on utilisera x = Arctant.

Exercice

2)

D’apres les régles de Bioche, on a intérét a utiliser ici t = Arcsinu [Méme
s'il s'avére que l'utilisation directe des formules en t conduit en fait également (et méme

plus simplement) au résultat demandé, il est quand méme logique, compte tenu de la

X dt sin X du
question de cours, de procéder ainsi], obtenant I(X) = J = J T =
o cost o I—u

1/21n((1+sinx)/(1 —sinx)), ce dernier calcul résultant de la décomposition en
éléments simples de 1/(1—u?) = 1/2(1/(1—u)+1/(14+u)). Utilisant les formules
en t (avec t = tan(x/2)), on voit que (1 +sinx)/(1 —sinx) = (14 t)2/(1 — t)?,
donc I(x) = In(1 +t/1 —t). Or on sait que tan(a + b) = (tana + tanb)/(1 —
tanatanb); posant a = /4 et b = x/2, on en déduit le résultat cherché :
I(x) = In(tan(x/2 + 7t/4)).

[Il semble impossible d’obtenir les formules demandées par des changements de variable
astucieux dans l’intégrale*, et il était plus raisonnable, dans le temps imparti, de chercher
une solution <«algébriquey] Continuant a noter t = tanx/2, on a vu que y =
In(T 4+ t/1 — t); or on sait (et il faut au besoin savoir le redémontrer) que th X =
b < X = Argthb =In(1+b/1-b)/2; on en déduit que thy/2 =t = tanx/2.
[1 existe une formule de duplication pour th analogue a celle valable pour tan (il
fallait peut-étre la redémontrer & l'aide de lexponentielle) : th2X = 2th X /(1 + th? X);
on en déduit donc que thy = 2t/(1 + t?) = sinx, d’apres les formules en t.
Enfin, on a aussi 1’analogue des formules en t = thy/2 pour shy et chy,
mais il était plus simple de remarquer que chy = 1/(1 — thzy), puis de faire

* On peut en fait y parvenir en remarquant que f(z) = thy a pour dérivée (1 — f(x)z)/cos x,

puis en posant u(xz) = arcsin f(z) et en montrant que v’ = cosu/cosz; comme u(0) = 0, on en

déduit u(z) = z par unicité des solutions d’équations différentielles. . .
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un calcul direct et d’utiliser une derniére fois les formules en t pour obtenir
chy = 1/cosx.

15

Question de cours

Si f est dérivable jusqu’a 'ordre n+1 sur un intervalle contenant a et b (il suffit
d’ailleurs en fait qu’elle ne soit que n fois continuement dérivable en a et b),
il existe ¢ compris entre a et b tel que

n . k . n+1
f(b) = Z wf(k)(a) + %f(“+])(c) (Taylor-Lagrange, ordre n)
= ! !

que l'on peut réécrire sous la forme 30,0 < 0 < 1 tel que

v (b—a) (b—a)™' ,
f(b) = kgo Tf(k)(a) + mf( +1)(a + 0(b — a)) (Mac-Laurin),

d’ol1, avec a = 0 et b = x, le DL de Young :

Enfin, et en supposant que la dérivée (n + 1)-éme de f soit continue, on peut
exprimer cette formule avec un reste intégral :

f(b) = i (b—a)® La)kf(“)(a) + Jb (b;—,t)nf(““)(t) dt.
k=0 : a ’

Exercice

a) Comme sin” = —sin, on obtient I’existence d'un c, avec 0 < ¢ < X, tel que
sin(x) = x — x?/2sinc.

b) Ainsi, pour tout k, on aura sin(k/n?) = k/n? — k?/2n*sincy, avec 0 < ¢y <

n
k/n? (et donc 0 < sincy < 1); on en déduit que > k/n? — k?/2n* < u, <

k=1
n n n
> k/n?; et comme Y k=mn(n+1)/2et que Y k* =n(n+1)2n+1)/6,
k=1 k=1 k=1

le théoréme des gendarmes montre que limu,, = 1/2.

n
c) Posant 6 = 1/n?, on voit que u, est la partie imaginaire de Z = Y cosk0 +
k=0
isin kO; utilisant I’exponentielle complexe (ou la formule de Moivre), et posant
) n 1 .
z =¢9% onadonc Z = Y zF = — 1 remarquant que e'* — 1 =
k=0 zZ—
sin “79 sin w _ sin %
sin % sin
comme sinur(\;u, on a donc u, ~(1/2n)%/(1/2n?) =1/2.

i N1
sin 515

] ’
2n?

io/2

2ie sin «/2, on obtient finalement u,, =
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Question de cours

On dit que P est le développement limité de f a 'ordre n en 0 si P est un

polynéme de degré < n, et si l'on peut écrire f(x) = P(x) + x™e(x), avec
lim E(X) =0. On a
x—0
2 3 _1)yn+1xn
1n(1+x):x—%+%_...+( )n X +xe(x)
et = 1+X+ﬁ+£+ +£+x“e(x)
B 2 6 n!
x3 x> (—1 )nXZn—H .
1 = T T S +2
six = x— o + 120 + 2nt 1) +x e(x)
XZ X4 (_‘l)nXZn
= 1 -4+ = ...y 2n+1
cos X > + 2 + 2n)! +x e(x)
(o — 1) (x—2)---(c—m+1)

(T+x)* =T+oax+ -+ x4+ x"e(x)

n!
(ol les fonctions ¢ vérifient lin%) e(x) =0).
On appelle forme canonique du trinéme T(x) = ax? + bx + ¢ 'écriture T(x) =
(BN (P —4ac

2a 4a? '

Si @ est une bijection dérivable (sur des intervalles convenables), on a

Exercice

1 —cosx —x?/2

a) Pour calculer lim , remarquant (a l'aide du DL3 de sh) que le

x—0  x(x —shx)
dénominateur est un O(x*), on voit qu'il faudra utiliser un DL4 du numérateur.
De fait, ona 1 —cosx —x?/2 = —x* /244 x%e1(x) et x —shx = —x3 /6 +x3e2(x),

. T—cosx —x?/2 . =xY/24 4+ x%eq (%) . =1/24 4+ &1(x)
donc lim = lim = =
x—0  x(x —shx) x—0 —x*/6 + x%ea2(x) x—0 —1/6 + e2(x)
1/4.
b) Remarquant d’abord que 2t — t> = 1 — (t — 1)?, on est amené, pour calculer
l'intégrale, a utiliser le changement de variable t = ¢@(u) = 1 + sinu, pour
x dt
u € ]—m/2,m/2[ (et t € ]0,2[), on aura donc I(x) = L NPT =
arcsin(x—1) cos arcsin(x—1) du
J - = J —F . Cette intégrale s’ex-
0 (14 sinu)cosu o 1+sinu
prime simplement a 1’aide des «formules en t» : posant t = tanu/2 (et donc u =
(t) S Arct t) I(X) Jtan arcsin(x—1) 2dt 5 2 2a
= 2Arctant), on aura = — _ =2- =
M ’ (1+1)2 T+a T1+4+a’

avec a = tan(arcsin(x — 1)/2). Posant 2o = arcsin(x — 1), on aura sin2« =

V2% — X2
x—1=2a/(1+a?), d’ot1 a; en définitive, on obtient I(x) = XV T sl
X

semblait difficile d’aboutir a cette forme explicite dans le temps imparti, et il était essentiel

d’exposer d’abord le plan général a suivre, avant de se lancer dans les calculs. ..
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Question de cours

On dit que P est le développement limité de f a 'ordre n en 0 si P est un
polynéme de degré < n, et si l'on peut écrire f(x) = P(x) + x™e(x), avec
iii% e(x) =0.

Si f est dérivable en a et si g est dérivable en f(a), gof est dérivable en a et ’on
a (formule de dérivabilité des fonctions composées) (go ) (a) = f'(a)g’(f(a)).
Si f et g admettent des DL,, (f(x) = P(x) + o(x™) et g(x) = Q(x) + o(x™)),
et si P(0) = O (cette derniére condition étant essentielle), alors gof a pour DL,
le polyndéme Q(P(x)), tronqué a 'ordre n (c’est-a-dire le reste de la division
euclidienne de Q o P par X™*1).

Exercice

a)

f étant composée de deux fonctions dérivables (en fait, de deux fonctions de
classe C™), elle est dérivable, et (d’apres la formule de dérivation des fonctions
X

e
des) f'(x) = .
composées) f'(x) ST
La méme formule montre que, posant (pour x > 0) g : x — Arctanx +

1 —1/x?
2 + 2

1+ x 1T+1/x
constante sur 0, +oo[, et y vaut par conséquent toujours g(1) = /4 + 7t/4 =

/2.

Arctan (1/x), on a g'(x) = = 0, ce qui prouve que g est

On sait que Arctanu T (puisque, par exemple, pour toute fonction h dérivable

en 0, on a h(x) = h(0)+xh'(0)+xe(x)); la relation précédente montre donc que
/2 — Arc tan]/u?;u, et donc que 7t/2 — Arc tanv+~ 1/v. Comme liIJlrl e =
xX

+00, posant v = e*, on en déduit donc que /2 — f(x) o e ~.
[o.@]
On ne peut pas utiliser la composition des DL pour obtenir simplement un
DL3 de f en 0, puisque lir% e* = 1 # 0. Utilisant alors la formule de Young
xX—

(puisque f est de classe C*°), on obtient, aprés un calcul laborieux des dérivées
3

successives de f, le développement limité f(x) = % + g - )1(_2 +x3¢(x) (il fallait

surtout ne pas tomber dans le piége de la composition des DL, il n’est pas certain que cela
vaille la peine de terminer le calcul explicite, et en tout cas ne pas perdre de temps a le
préparer a l’écrit).

3t

X X X
Par intégration par parties, on a Jo e?Hf(t) dt = eth(t)/Z‘O - Jo ﬁ

et cette derniére intégrale devient, aprés le changement de variable t = @(u) =

dt,

¢ 2 Cul41-1
Inu, J u—) du = J whi-2 du; finalement, on obtient

1 2(1 +u2 1 2(1 +u2)
JX e2UH(t) dt — (e?* 4 1)Arctane* + 1 — e* o
0 2 4
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Exercice

a)

On sait que Arctanx = x — x3/3 + x3¢1(x) et que sinx = x — x3/6 + x3e2(x);

comme sin(0) = 0, on a le droit de composer les DL (contrairement & la situation

de l’exercice 17), obtenant f(X) = X — X3/2 + X3£(X) (comme le signalait 1’énoncé,

il ne fallait pas chercher a simplifier f(z)...d’autant que la chose est impossible.

. . . , . e, cosX

f est évidement impaire, dérivable, et sa dérivée est f'(x) = 1—_2; f(m —
+ sin” X

x) = f(x); comme f est 27-périodique, on en déduit que le graphe de f possede

des centres de symétrie en (km,0) et des axes de symétries de la forme [X =

7t/2+kn] . On sait que si —71/2 < & < 71/2, et sit = tan &, ona 1+t? = 1/ cos «,

et donc cosax = 1/4/1+ t? et sinax = t/+/1 + t?; on en déduit que cos(f(x)) =

(1 +sin®x)~" et que sin(f(x)) = sinx/+/1 + sin” x.

w/2 /2
) sinx cos x
c) Intégrant par parties,onal = J cos xf(x) dx = f(m/2) —J ———dx =
P 0 0 /21 + sin” x
™/ sinx . T in 2x
/4 -], avec | = J w dx, qu’on peut réécrire | = J _smex X,
o 1l+sin”x o 3 —cos2x
]. 3 — 2 /2 T 1 2
d'ott ] = w‘ =1n2/2 et finalement I = — — 11_
2 4 2
18
Question de cours
Une suite u = (u,) est croissante si, pour tout n, u, < un4q; elle est

a)

décroissante si, pour tout n, u, > u,y1; elle est minorée s’il existe un nombre
m tel que pour tout n, u,, > m (on dit alors que m est un minorant de la
suite).

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], dérivable sur Ja,b[;
le théoréme des accroissements finis affirme qu'il existe ¢ € Ja,b[ tel que

f(b) — f o e i . . .
f'(c) = w. On en déduit l'inégalité des accroissements finis : si f
—a
est dérivable sur un intervalle Z, et que sa dérivée y est bornée (il existe m et
M tels que pour tout x € Z, m < x < M), alors on a pour tous a et b de Z
I’encadrement m|b — a| < |[f(b) — f(a) < M|b — q|.

Exercice
g est dérivable, de dérivée g'(x) = —e™* — 1 < 0; elle est donc strictement
décroissante, donc injective, et comme limg = +oo0 et que Emg = —o0, le
— 00 oo

théoréme des valeurs intermédiaires montre qu’elle est surjective; g est donc
une bijection de R vers R. En particulier, il existe un antécédent et un seul a
0, {=g7"(0), tel que g({) = e * — € =0, et donc que { = e~*.

X

Comme ¢g(1) = 1/e — 1 < 0, on voit que { < 1. Comme h : x — e * est
décroissante, on aura h(1/e) > h(1) = 1/e, donc g(1/e) > 0, ce qui montre
que L € T = ]1/e,1[. Pour tout x € Z[1/e,1],0 < x <1 = h(1) = 1/e <
h(x) < h(0) = 1, donc h(x) € T; comme uy € Z, par récurrence immeédiate,
on aura U, € Z pour tout n.
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c)

Sur l'intervalle Z, on a |h/(x)| < e~!/¢. On a montré & la question précédente
que { et u,, appartiennet a Z; appliquant 'inégalité des accroissements finis a
a="{etb=1u,1,onalhb)-h{a) = |ur — € < e "¢u,_1 — £|; une
derniére récurrence facile (mais qu’il fallait sans doute présenter soigneusement & 1'oral)
montre alors que (pour tout n) [u, —¢| < (e7'/¢)"|uo—£|, et comme e~ /¢ < 1,
le membre de droite converge vers 0; il en est donc de méme de |u, — |, ce qui
montre que la suite (u,,) converge vers (.

19

Question de cours

Une suite (1, ) monotone ((u,) est croissante ou (u,, ) est décroissante) converge
si et seulement si elle est bornée (plus précisément, par exemple, si (u,) est
croissante majorée, elle converge vers sa borne supérieure, et sinon, elle diverge
vers +00).

Si f est continue sur un intervalle contenant a et b, elle admet des primitives
sur cet intervalle; notant F une de ces primitives (donc telle que F/(x) = f(x)),
on appelle intégrale définie de f entre a et b, et 'on note IZ f(x) dx, le nombre
F(b) — F(a).

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], dérivable sur ]a,b[; le
théoréme des accroissements finis affirme qu'il existe ¢ € Ja, b[ tel que f'(c) =

f(b) — f(a)

b—a
Exercice
' 0 R . 1 2n+2+42n+l-4n-2
AR a e T T T T M2 nrl . @neh(@2n+2)

1
(2n+ 1)(2n + 2)
2n
tout k tel que n+1 < k,onal/k<1/n,onadoncu, < Y 1/n=1.

k=n+1
La suite (u, ) étant croissante majorée, elle converge donc vers une limite a < 1.

> 0, ce qui montre que la suite est croissante. Comme, pour

On sait (formule de la moyenne) que si f est continue sur l'intervalle [a,b],
b

(b—a) min_ f(x) < J f(t)dt < (b —a) max f(x) (compte tenu des questions
X€ La,b a X€ La,b
de cours, il fallait peut-&tre le redémontrer en utilisant le théoréme des accroissements finis).

Prenant successivement [a,b] = [k —1,k] et [a,b] = [k,k+ 1] (intervalles ot

o : . “odt 1
f:t— 1/t est décroissante), on voit que cela entraine que — < — < —
k 1 t k—1
a1

< J — < —, d’ott 'encadrement demandé.
k+1~ Ji —k

et que

Additionnant les encadrements précédents, et utilisant la relation de Chasles,
g & 1 Mt 41

on obtient J — < Z - < J —, donc In n+t

n+1 t k=n-+1 k n t n+

n+1

im
n—+4oo N+ 1

lim u, =In2.
n—-+4oo

<unp <In2;comme

= 2, le théoréme des gendarmes permet donc de conclure que
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d)

On pouvait remarquer (par décalage) que u,, = K s Z T4 ( K /n

on reconnait la une somme de Riemann (de pas 1/n) associée a la fonction
g:xm— ]/(X + ]) sur l'intervalle [O, ]] (ici encore, il était sans doute bon de rappeler

n
la formule générale des sommes de Riemann : Sy(f;a,b,n) = b_Ta Z f(a+kb_Ta)); g étant

continue sur cet intervalle, on sait que la suite u,, converge vers f; g(x)dx =
In2.

20

Question de cours

Une suite (u,,) est croissante si, pour tout n, u, 1 > u,; elle est décroissante
si, pour tout n, uny1 < u,. Pour étudier le sens de variation d'une suite, on
étudie donc en général le signe de un1 1 — Uy, ou parfois, et si u,) est positif,
on compare Un41/uUn a 1.

Une suite (1, ) monotone ((u,) est croissante ou (u,, ) est décroissante) converge
si et seulement si elle est bornée (plus précisément, par exemple, si (u,) est
croissante majorée, elle converge vers sa borne supérieure, et sinon, elle diverge
vers +00).

Siun, et v, convergent vers al méme limite a, et si, pour tout n, u,, <w, < vy,
alors wy, converge également vers a («théoréme des gendarmes» ).

Exercice

a)

2n
Pour tout k telquen4+1<k,ona1/k? < 1/n?;onadoncu, < Y 1/n?=
k=n+1
1/n. La suite (u,) étant encadrée par la suite nulle et par la suite de terme
général 1/n, convergeant vers 0, elle converge donc elle aussi vers 0, d’apres le

théoréme des gendarmes.

On a
1 1 1

n+ 12 (2n+2? (nt1)?
(2422 + (2n+1)2 —4(2n +1)?
B (2n +1)2(2n + 2)2

1 —4n —8n?
T (2n+ N2(2n +2)2

(puisque n > 1), ce qui montre que (u, ) est décroissante.

Un41 — Un =

<0

On sait (formule de la moyenne) que si f est continue sur l'intervalle [a,b],

b

(b—a) min_ f(x) < J f(t)dt < (b—a) max_f(x). Prenant successivement
X€ La,b a X€ La,b

[a,b] = [k — 1,k] et [a,b] = [k,k + 1] (intervalles ou f : t — 1/t? est

k
dt 1
décroissante), on voit que cela entraine que — < — < —— et que
) on voit @ we <] G g

] k+1 dt -]
—(k+ 1)2 Jk 2 < X2 d’ou ’encadrement demandé.

VAN
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d)

Additionnant les encadrements précédents, et utilisant la relation de Chasles,

21 gy G 2 gt n

on obtient — < — < —-, donc <u, <
Jn+1 t2 —k;]kz —L t2 m+1)2n+1) = ™ —
1 . 2n? -
—; comme lim =1, le théoréme des gendarmes permet de
2n n—too (Nn+1)(2n+1)
1

conclure que lim 2nu, =1, et donc que u,, ~ —.

n—+o0 2n

21

Question de cours

f est continue en a si f est définie en a et au voisinage de a, et si lim f(x) = f(a).
X—a

f est dérivable en a si (dans les mémes conditions) lim w
X—a -

existe et

est finie.

Si f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 (c’est-a-dire

qu'on peut écrire f(x) = P(x) + x™e(x), ol P est un polyndme de degré < n,

et olt lin%) e(x) =0),ona [, f(t)dt = [J P(t) dt+x"+eq(x), olt lirr%) e1(x) =0,
xX— X—

ce qui revient a dire qu’on peut «intégrer les DL».

Exercice

a)

On sait que e¥ = 1 + x + x?/2 + x?¢(x), on en déduit que (pour x # 0)

f(x) = 1/(14+x/2+xe(x)) et donc que lin%) f(x) =1 = f(0), ce qui montre que f

est continue en 0. Pour x # 0, on a (f(x)—1)/x = (—=1/2—¢(x))/(1+x/2+x¢e(x))

et donc ].iII?(L)(f(X) —1)/x = —1/2, ce qui montre que f est dérivable en 0 (on
xX—

pouvait donc se passer de la démonstration précédente, puisque dérivable implique continue)

et que f'(0) = —1/2.

On a (pour x # 0) f'(x) = (e — 1 — xe*)/(eX — 1)?; une bréve étude de la
fonction g : x — e* — 1 — xe*, de dérivée g'(x) = —xe*, donc croissante sur
] — 00,0[ jusqu’a g(0) = 0 et décroissante ensuite, montre que f’ est toujours
négative, et donc que f est strictement décroissante; comme liloréf = +0o0 et que

Emf = 0, f est une bijection de R vers ]0, +oo[. On voit facilement que G
o]

admet [Y = —X] comme direction asymptotique en —co; comme 11111 f(x) +
x = lim xe*/(e*—1) =0, on a finalement la droite [Y = —X] (la deuxiéme

bissectrice) asymptote a Gy, et le graphe est au dessus de 'asymptote, puisque
f(x) +x>0.

On montre (a 'aide d’'un calcul patient utilisant la formule 1/(1 4+ u) =1 —
u+u? —ud +ude(u)) que f(x) = 1/(1 +x/24+x%2/6 +x3/24 + x3e(x)) =
1 —x/2 + X2/6 + X381(X) (ce calcul n’était en fait sans doute pas réalisable dans
le temps de lexercice, et il fallait simplement se contenter d’en indiquer le principe);
la régle énoncée dans la question de cours permet d’en déduire que fg f(t)dt =
x —x%/4 +x3/18 + x*e5(x).
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Question de cours

Si f est continue sur un intervalle contenant a et b, elle admet des primitives
sur cet intervalle; notant F une de ces primitives (donc telle que F/(x) = f(x)),

on appelle intégrale définie de f entre a et b, et 'on note fz f(x) dx, le nombre
F(b) — F(a).

Si f est dérivable en a et si g est dérivable en f(a), gof est dérivable en a et ’on
a (formule de dérivabilité des fonctions composées) (gof)'(a) = f'(a)g’(f(a)).
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], dérivable sur ]a,b[; le
théoréme des accroissements finis affirme qu'il existe ¢ € Ja, b[ tel que f'(c) =

f(b) — f(a)
b—a
Exercice

a)

Notons g : t — 1/(1 +1n? t), g est continue (en fait, de classe C*°) sur ]0, +oo[,
et y admet par conséquent des primitives; notons G 1'une d’entre elles. Par
définition, on aura alors F(x) = G(2x) — G(x), et F, composée de fonctions
dérivables, sera également dérivable; on aura d’ailleurs F'(x) = 2g(2x) — g(x) =
2 1
1+In*2x  T+Inx
Inx)2. Posant X = Inx, on a N(x) = X2 — (2In2)X + (1 — In?2), trinéme
de discriminant réduit 21n%2 — 1, négatif puisque In’2 < 1/2; en définitive,
N(x) est toujours positif et F est donc strictement croissante. La difficulté de cet

exercice est considérable, dans la mesure ou seule la valeur exacte de In2 ~ 0,693 permet

du signe du numérateur N(x) = 1 + 2In’x — (In2 +

de déterminer le signe de F’(z); il était difficile de rester calme et de ne pas soupgonner une
erreur de calcul...Le candidat sérieux avait tout intérét & demander cette valeur numérique,

ce qui lui permettait aussi de se rassurer.

Comme, pour tout x € D, on a x < 2x, on aura, en appliquant a G le théoréme
des accroissements finis sur l'intervalle [x,2x], ’existence d'un ¢ tel que x <
c < 2x et que g(c) = F(X)/X (ce résultat est aussi conséquence de la formule de la
moyenne, mais l'esprit de ’énoncé décomnseillait cette approche). Si alors x tend vers
+00, g étant décroissante sur [1, +oo[, on en déduit que xg(2x) < F(x) < xg(x),
et comme g(x) = 1+1n? X In” x, et donc que g(x) o g(2x), le théoreme des
oo oo
gendarmes montre que F(x) o x/(Inx)?; pres de 0, on a cette fois xg(x) <
F(x) < xg(2x), mais les mémes équivalents étants vrais en 0, on obtient tout de
méme F(x) ~ x/(Inx)2.

On a donc lirr%) F(x) = lirr%) x/(Inx)? = 0; prolongeant F par F(0) = 0, la nou-
X— X—
velle fonction ainsi obtenue a par définition un nombre dérivé en 0 égal a

liIIT(L) F(x)/x = ].iII?(L) 1/(Inx)? = 0; cette limite existant (et étant finie), F ainsi
X— X—
prolongée est bien dérivable en 0.

De méme, lirf F(x)/x = 0, et comme lirf F(x) = +o00, le graphe de F admet
X—T00 X—T00

une branche parabolique d’axe Ox en +00.
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Question de cours

Si f est continue sur un intervalle contenant a et b, elle admet des primitives
sur cet intervalle; notant F une de ces primitives (donc telle que F/(x) = f(x)),
on appelle intégrale définie de f entre a et b, et 'on note IZ f(x) dx, le nombre
F(b) — F(a).

Si ¢ est une bijection dérivable (sur des intervalles convenables), on a

b ¢~ '(b)
J f(x) dx:J L )f((p(t))(p’(t) dt.

Si a < b, et si pour tout t de l'intervalle [a,b], on a f(t) < g(t), alors
b b
J f(t) dt < J g(t)dt. De plus, si les deux intégrales sont égales, et si les

a a
fonctions sont continues sur [a,b], on aura f(t) = g(t) pour tout t de [a,b].

Exercice

a)

c e e3-1 ¢,

Io :J t°dt = 3, =3 I :J t“Int dt = (par intégration par parties)
1 1

t3Int|e Je t? t3(3Int—1)e  2e3+1

3

—dt= _
. 3 9 : 9

1

Utilisant le changement de variable t = @(u) = e* (et doncu = @~ '(t) = Int),

Ine 1
e’“(In(e™))"e" du = J tme3t dt.

on obtient I,, = J
0

In1

Et comme, pour tout t de I'intervalle [0,1],ona 0 < t™e3t < t™e3, I'intégration
1 3

. : e
des inégalités montre que 0 < [; < J et dt =

; d’apres le théoreme
n+1

0
des gendarmes, on a donc lim [, =0.
n—-4oo

1 n+1,3t 1 1 n,3t
thTle 1)t"e . .

Onalnyr = J t"ledtdt= ————| - J (ot 1t%e” dt (par intégration

0 3 0 0 3

: e n+1 - :
par parties), et donc I, 11 = 3 Tln. Passant a la limite (en faisant tendre
N vers +00), on en déduit donc que liffrl (m+ DI,,/3 = e3/3 et finalement
n—-+oo

que lim nl, = e3.
n—-+4oo
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Question de cours

Si a < b, et si pour tout t de l'intervalle [a,b], on a f(t) < g(t), alors
b b
J f(t)dt < J g(t)dt. De plus, si les deux intégrales sont égales, et si les

a a
fonctions sont continues sur [a,b], on aura f(t) = g(t) pour tout t de [a,b].



Solutions et commentaires p.28

Si f et g sont continues sur [a,b], notant F et G deux de leurs primitives
respectives, on a (formule d’intégration par parties)

Si @ est une bijection dérivable (sur des intervalles convenables), on a

b ¢~ '(b)
| fax=]" " remyema

a ¢~ 1(a)

Exercice
/4 /4 /4
a) o :J dt =n/4; I :J tanztdt:J 1+ tan? t dt — Iy = tan(m/4) —
0 0 0
IO =1- 7'[/4

b) Posant t = ¢@(u) = Arctanu (et donc u = @~ '(t) = tant), on obtient

tan 7t/4 ] "
In - Jtano (tan(Arctanu))Z“(]/1 —|—LL2) du = JO 1 +u2

u positif, on a 0 < u?™/(1 +u?) < u?™, donc, par intégration des inégalités,

du. Or, pour tout

onaura 0 < I, < f(]) u?™du = 1/(2n + 1), le théoreme des gendarmes permet
de conclure que lim[,, = 0.

1 .. 2n+42 1..2n+2 2n _ ..2n
c) Remarquant que I, {1 = L 1u+_u2 du = Jo i ]—i__:LuZ s du, on voit
que L, 1 = Zn]ﬁ —I. Posant u, = (=1)"Ih, ona unyy = (="' =
(- /2n+ 1) — (=)™, = (=D /2n 4+ 1) 4+ up, dolt up = up +
n—1
S (=1)*1/(2k 4 1), et finalement (pour n > 1)
k=0

NI LAY
= (=1 (z*ém)

T

1

(=N
2k+1

n
compte tenu du résultat précédent, on en déduit que nErJrrloo Z
k=0




